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Quantum Computing

Algoritmo di Bernstein-Vazirani

problema della stringa nascosta

e dato un algoritmo che calcola f: {0,1}" — {0,1}

I’algoritmo ¢ implementato in una black box

— non si puo ispezionarne I’implementazione

— un circuito che non puo essere aperto

e noto solo che f(x) = u - x per una qualche
stringa di n bit nascosta (non nota) u € {0,1}"
— vogliamo scoprire u

per farlo possiamo usare I’implementazione di
f (x) sottoponendole diversi input
— ci piacerebbe fare il numero minimo di tentativi
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problema di parita

« € dato un algoritmo che calcola f: {0,1}"* - {0,1}
e noto che f(x) = u - x per una qualche stringa
di n bit nascosta (non nota) u € {0,1}"

* ’operatore - fa la moltiplicazione bit per bit e poi
fa 1’xor dei bit risultato (fa la somma modulo 2)

— in pratica u stabilisce quali sono i bit da usare per

calcolare la parita di x

« es:supponiamon = 3, u = 101, x = x;x,X3
« abbiamo f(x) =u-x=x; @ x3 =x; +

x3(mod 2)

un modo classico di porre il problema

« algoritmo che calcola f: {0,1}" — {0,1}, con

fx)=u-x

 un’implementazione classica di f € una box tipo
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un approccio esaustivo

« algoritmo che calcola f: {0,1}"* — {0,1}, con
f)=u-x

« un’implementazione classica di f € una box tipo

— —> f(x)

—_—

* per scoprire u proviamo con i seguenti input:
—con 10 --- 0 otteniamo in output u4
—con 01 --- 0 otteniamo in output u, ....

* In pratica per scoprire u facciamo n step 5

nel calcolo classico si puo fare meglio?

« algoritmo che calcola f: {0,1}" — {0,1}, con
f)=u-x

 un’implementazione classica di f € una box tipo

— —> f(%)

—_

» nel calcolo classico non possiamo fare meglio

— in ogni invocazione dell’algoritmo possiamo ottenere
solo un bit di informazione e u ha n bit
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I’approccio quantum computing

« algoritmo che calcola f: {0,1}"* — {0,1}, con
f)=u-x

* consideriamo un’implementazione quantum di f

h —— — b D f(x)

* 1’algoritmo di Bernstein-Vazirani riesce a
scoprire u con una sola invocazione di Uy

gli step dell’algoritmo

1. costruzione di una superposition

1
on/2 er{0,1}n(_1)f(x) |x)

2. uso dell’operatore di Hadamard per ottenere u
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supponiamo di aver eseguito lo step 1

1. costruzione di una superposition

1
mzxe{o,nn(—l)ﬂx) |x)

2. uso dell’operatore di Hadamard per ottenere u

* nello step 1 costruiamo una superposition

T~ 1) D x) = L3 (D))

* 0sservazione: questa superposition e quella che si
ottiene applicando I’operatore di Hadamard a u

9

applicazione di Hadamard a u

 —— ——— 1
w  wen [ mmy D
—_ -] 2" xe{0,1}"

« applicando Hadamard a u si ottiene proprio lo
stato con il quale termina lo step 1

« ma Hadamard ¢ reversibile e I’inverso di
Hadamard e ancora Hadamard

« quindi se riesco ad eseguire lo step 1, poi applico
Hadamard allo stato ottenuto e poi misuro,
ottengo u
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come realizzare lo step 1?

1. costruzione di una superposition

1
mzxe{o,nn(—l)ﬂx) |x)

* usiamo questo circuito

|0) — ; >
: n | : :
|0) — H : Ur _)}
b=1-) — b D f(x)

* in ingresso inseriamo n bit nello stato |0)
 diamo al bit b il valore |—)
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un paio di richiami

1. costruzione di una superposition

1
on/2 er{0,1}n(_1)f(x) |x)

* usiamo questo circuito

|0) — : —>
: dn | . :
|0) ——> H : Uf _)}
b=|-) — b @ f(x)

« ricordiamo che H®™"|0 ...0) = zn—l/zzxe{o,nn | %)

= eche|=)=1/-10)—"/5|1)
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o0sserviamo Ur

1. costruzione di una superposition

1
mzxe{o,un(—l)ﬂx) |x)

[ X N .
2n/2 x€{0,1}" _) Uf : }

—

b=1/ﬁ|0>—1/ﬁ|1>—> —> b D f(x)

e se f(x)=0,allorab ® f(x) = |-)
e sef(x)=1,allorab @ f(x) = —|-) =
— Y5100+ 51D
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osserviamo Uy

1. costruzione di una superposition

1
on/2 er{0,1}n(_1)f(x) |x)

. E |x)
N X : .
2V2 Layeoaym | ) Up L, }

b=1/ﬁ|0>—1/ﬁ|1>—> — b @ f(x)

e« quindi b @ f(x) = (=1)/®|-)
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o0sserviamo Ur

1. costruzione di una superposition

1
mzxe{o,nn(—l)ﬂx) |x)

[ X N .
2n/2 x€{0,1}" _) Uf : }

—

b=1/ﬁ|0>—1/ﬁ|1>—> —> b D f(x)

* 'input di Uy € complessivamente Zn—l/ZZx |x) |[—)

2k (— 1) @x) |-)

— infatti quando f(x) = 1 otteniamo un segno —

* "output ¢
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osserviamo Uy

1. costruzione di una superposition

1
on/2 er{0,1}n(_1)f(x) |x)

. g |x)
—_ X : .
2M2 Lageoay | ) Up L, }

b=1/510=1/ 511 — — b ® f(x)
; L 1
* Toutput & —— ¥, (1) ®]x) |-)
 possiamo dimenticarci il |—) e fornire I’output a

Hadamard
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« complessivamente abbiamo

I’algoritmo

00—

|0)_,

HO®™ | :

=)

Ur

—

—

H®™"

)

X
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Intuizione algoritmica

« usiamo il potere del quantum computing per
generare tutte le possibili soluzioni e un’idea
algoritmica per cancellare quelle sbagliate

18

12/2/2022



80-gquantum-bernstein-vazirani-algorithm-03

esempio di esecuzione dell’algoritmo

e supponiamon =2eu =01
 eseguiamo Hadamard su |00) e otteniamo |+ +)
che e uguale a = |00) + = |01) + = |10) + = |11)

« diamo in input aUrlo stato |+ +) |—)
* Ora eseguiamo Uf e otteniamo (l |00) +
-( Dfo1) + - I10> +- ( D 111)[-)
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esempio di esecuzione dell’algoritmo

e Ora esegmamo Hadamard su = |00) +
—( 1)I01>+ I10)+ (= 1)I11>

 otteniamo:

1 1 1 1 1/2 0
11 -1 1 -1 \[—-1/2 1
2\1 1 -1 =1\ 1/2 0

1 -1 -1 1/ \-1/2 0
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esempio di esecuzione dell’algoritmo

* 0sserva ancora come il segno meno ottenuto
relativamente al bit risultato quando f(x) = 1 sia
usato per avere come effetto (—1)7 ™)

 nota come la misura dia il risultato corretto in
modo deterministico e non probabilistico

— ¢ una caratteristica dell’algoritmo di Bernstein-
Vazirani, non € una caratteristica generale
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un po’ di scetticismo

1. e vero che abbiamo fatto in tempo costante cio
che nel calcolo classico richiede tempo lineare,
ma abbiamo usato un numero lineare di porte
logiche

2. svelare il contenuto di una black box non € un
problema cosi interessante
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