SISTEMI A SEGNALI CAMPIONATI (2)

La Z-trasformata

*Passaggio da F(s) a F(z)
*Equazioni alle differenze
Andamenti caratteristici della risposta impulsiva
*‘Mapping S— Z

*Trasformazioni approssimate
*Metodi di sintesi

*Regolatore PID discreto

*Scelta del tempo di campionamento
*Controllore Dead-Beat
ldentificazione Parametrica
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[ A Z-TRASFORMATA

Analoga a quella di Laplace ma per segnali a tempo-discreto
(equaz. alle differenze)

o0 o0

y*(t)=2y(i)§(t—iTC) Y*(s)zzy(i).l.e—SiTc

i=0 i=0

. S
Poniamo z=e

Trasformata Z

ez operatore di ritardo elementare.

Si trasformano sia segnali che risposte impulsive.

Considerando solo un tipo di segnale (I'impulso),
possiamo specializzare la trasf. di Laplace
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ALCUNE Z - TRASFORMATE

= o
A S
y(iTc)=e "¢ s+a
-1 )
Y(Z)Zl-l-(ZeaTC) +( eaTC) + e
00 1 1 1 Analogo
Z 1+ —+ T = T \x\ >1 dell’ascissa di
i=0 X X 1— = convergenza
X
1 1 z
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ALCUNE Z - TRASFORMATE

Se a=0 Y(S) _ l
/ S
1 z
Y(Z) — =
] — 7z 4 —1
Se a=jo (2 poli)
) (T“/ humeri
. smwl -z
y(t)=sinwt Y(z)=— ¢
z-—2coswly-z+1
()
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DA F(s) A F(2): METODO “ESATTO”

F(s)= (s—z)(s—23)-.... T/\ E(s) ~ F(s) T
(s—p)(s—py)es F(z)
espansione in frazioni parziali (caso con poli semplici)
S IR L° SN —+ % e (B =eP0)
S—P1 S™P2 1=z 1-p,z

Sottinteso un passaggio nel dominio del tempo.

Il numero di poli resta invariato. T
Vengono proiettatida Sin Zcome z = e’'C

Il n° di zeri cambia e vale N o N-1, in genere.

Osservazione Importante 5 : complex S=0+jo
L 27
|s+jkoc |Te sTe ]kTC. ¢ sTe j2nk sTe
e =e C.e =e C.e =e

Quindi il piano S risulta diviso in fasce orizzontali di altezza
o, tutte uguali fra di loro. Cfr. theo di Shannon
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RISPOSTA A SEGNALI CAMPIONATI

Come risponde un sistema a tempo continuo ad un segnale campionato

. u'(t) Fo) y(t) .Y_(t)
F(t)

F(s) puo includere lo ZOH

u*(t) : una successione di impulsi » y(t) - somma di risposte impulsive f(t)

0.4 0.4 | y(t)
0.2 0.2 |
% 50 100 0
o0

0 50 100

(1) =Y u(i)s(1—iTy)  y(O)= éf(f—iTc)u(i)

i=0
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FDT A TEMPO DISCRETO

»(t) = Zf( —iTe Ju (i)

( )= Zf[( —1 TC]u () (t—kTz) °° |

03
0

04 ¢

50 100

/(R f(k-/) 0 per i>k 1
. Y campioni di y
0 Kk |
[ -trasformando e “con facili calcoli”
Y (s)="Y y(k)e*Ic = ZZf[ —i) T Ju(i)-e~HC =

k=0 k Oi=

k=1+i , k-i=I = Z f(1)este -Zu(i)-e‘”TC

= _d=0 )

Y(s) = F{(s) - Ufs)

Y(z)=F(z) U(z)
Tra le uscite dei due campionatori vale una relazione analoga alle
usuali funzioni di trasferimento
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DETERMINAZIONE DI F(2)

— — 2)=F(z)-U(z
Uz F(z) Y(@) Y(z)=F(z)-U(z)
X(2)=X"(s)|__re =2 X (i)™ X ={U,Y,F)

F(z) siottiene:  F(z)= Zf(l)e—lsTC

-espandendo F(s) in frazioni parziali . F(s)=>Y —— , F(z)=)Y
Metodo “impulse invariant”, conserva '
i campioni della risp. impulsiva, ma non la W(jw)

eda apposite tavole
econ sostituzioni approssimate <

impiegato per il progetto
di filtri digitali F(z)=F(s)

s=0(z) €.g. s§= 1
«dalle equazioni differenziali .
d A
dt~ At

(\®)

p—t

I

N

L
— I —
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30/09/2003

CON ORGANO DI TENUTA

——+—{70H Pis)| ——
u(t) u,(t) y(t) y*(t)
1—etlc
Y(z)=Z[ZOH (s)- P(s)] U(z):Z{ ; P(S)]U(ZF

guesta si ottiene con
| metodi precedenti
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PROPRIETA — 1

2[4(s)+ P(5)]=Z[A(s)] + Z[P(5)]

2[4(s)- P(s)] % 2[A(s)] Z[P(s)]

] A(s) P(s) " Occorre trasformare
A(s)P(s) insieme
Spiegazione intuitiva
R L o -
S S
A /
} T T > _'_,_> T -~ >
Invece l
e | L R o

30/09/2003

N - -
> > >
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PROPRIETA —2

« Causalita : dall'equazione alle differenze Vi = @Y1+t Dot

Poiché y, deve dipendere al piu da u, , nel numeratore
di G(z) non ci possono essere potenze positive

« Valore finale limy (i) = lim(l — ! )Y(z)

[—>00 z—1

v(z)= oy (% 2 ) 4 2 D) 2 - 1)+ 27 (0)
27y (2) =04+ 229(0)+ 22y (1) £.27° y (2) 4.+ 275 (i - 1)

y(i)i—> o
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PROPRIETA —3

« Guadagno di una FdT : valore finale della risposta ad un gradino
( escluse le azioni integrali )

k =1lim
z—1

_ 1 by+.+b,z" Db
(1_2 1)(1—2_1) ZO +.a,z " _Zai

» Azione integrale 1 — I
s 1-z7)
1 .
G(z)= — G'(z) unpoloinz=1
—Z

« Ritardi puri

G(z)= Z_dG'(Z) d poli nell’origine
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EQUAZIONI ALLE DIFFERENZE

Una FdT campionata (un sistema a t. discreto) equivale
a una equazione alle differenze.

Cby+bz . 4b, 2™ Y (2)
l+az ' +.a,z"  U(z)

G(z)

Y(Z)[l+alz_1 +"°'am2_m]:U(2)|:bO+b]Z_l +-..+bmz_m:|

/ \

VitV +eta, Vi, =bouy +buy_y+....4+b,uy_
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INFATTI...

Scriviamo o« equazioni Vi + @Y1 Tt Vi, = bouy + by +..+ by,

- —0sTe )
k=0, moltipl. per e UsTc Vot y-_1ar+....= Mobo +] e C
k=1, moltipl. per e IsTc yl +Yoa; +....= ulbo + ] . e_STC
k=2, ... yz +a +.. —u2b0 +....]'€_2STC > 2
generica b —ksT¢
(Vi + i@ +=ughy +..] e J
somma percolonna 3 y(1)e P70 44> y(i-1)e PTC 4.
raccogliere e*7¢ aeS'C > oy(i- l)e_(i_l)STC
trasformare Y(z)+az 'Y (2)+......
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SOLUZIONE DELL’EQ. ALLE DIFFERENZE

Y(Z) B Z_l
U(z) 1-0.9z7"

Y(Z)(l — 0.92_1) = Z_IU(Z)

Yk-I—l =O.9Yk +Uk

Cl.=yy=0 input: U, ={0, 1, 1, 1, --+}
Yi oo Uk | Ykt J
k=010 0 | O Fee"
11 0 1 1 ”
2 1 1 1.9
31 1.9 1 2.8

La risposta impulsiva si ha con U,={1,0, 0, 0,...}
quella al gradino con Ue={1,1,1,1,...}
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TIPICHE RISPOSTE IMPULSIVE

1 - (modi naturali dei sistemi a tempo discreto)

A

ritardo
a tempo continuo richiede
F(s) trascendente

0
0
¢
v
[ J
(]
v

| > | >
_ integratore instabile
un polo reale semplice

non ha corrispettivo a tempo continuo

Invece un polo doppio si.

Si possono tutte ricavare come
risposte impulsive di semplici sistemi
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INVERSIONE. Z -TRASFORMATA

F ( Z) - f ( kT ) Per il theo. di Shannon
¢ il passaggio a f(t) non e univoco

J (KT, )= F(z)z" 4z K—T‘\\C>
()= §F (2 .

by +b]z_1 +e+b, 2" N(z)

ay +a12_1 +-ta,z " D(Z)

piu pratico:

Zf(ch)Z_k :f() +f12_1 —|—f22_2 s

foD(z) +flz_1D(z) +---=N(z)
uguagliando le potenze di z’

b
by=apfo  fo=—"
beafiratfy

=a _ g — .
0 1\1}0\) f=... > indici = # equazioni
by =ap fr +aifi +ar fy
Sistema triangolare si risolve subito.
Da in sequenza tutti i campioni f,.
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MAPPING S > Z

p JjO
N0,
______ ®c B s=t/,-C+0
7 Tt Tttt
// .
- , B s=jo+0
~
-00 ~
D B @ §=-©
2
"""""""""""""""""""""""""" sT, oT, oYk
z=¢e"C =¢%'C . /¢
modulo angolo
4 j0C27
o1, 2 w o1, + =
Wz=e"C.¢ C =2iC .7 ® =1
. 27 . 0 /
T Jo— J22r— ) >
a [0 (0
W z=1¢/“¢= C=ze “c
—00
O z=e =0
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MAPPING S = Z (2)

Piano S NG,
I |
I .

—————————— '————-;-_---- 1 Piano Z

I SR
poli della f. * OC o
tempo continuo /}______2 ________________________

[ % > O

o poli generati dal  (poli di Zyie_SiTC ) o |
campionamento Tutti i poli distanti tra loro

Jko; danno lo stesso valore di z
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MAPPING S — Z (3)

o .
T e ' JOC
8 . 12
!b S:G+]0 ......... | S:O+](D
.......... ........ | t Tutto il semipiano
— - joc Re[s]<0 va
2 dentro il
\ cerchio
z=e’lc T
e \ ..............................
qUI non C,é eqUIvalenza ”‘ ~ .......................
con dinamiche a t. continuo Oc

R=1 (e?) equivalente

dell’origine

| sistemi a tempo discreto stabili hanno i poli di F(z)
dentro al cerchio di raggio unitario
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METODI DI TRASFORMAZIONE. APPROX

Il metodo di trasformazione “esatto”:

a) Conserva intatti i campioni della risposta impulsiva;
b) Altera la risposta in frequenza

c) E’ scomodo

Esistono metodi piu pratici che sfruttano il fatto che
T € “piccolo”. | "y iy g
ad esempio a«, to.ta —+ayy=>,
dt" dt dr"

u

ot byu ()

y(t)=y(kTc) Per t=Tt e T piccolo
y(KTe) = y[(k-1)T¢ ] y(k)=2y(k=1)+y(k-2)

y(t) =

ovvero 5((2)) :é = y(t)=u(t) Y(k+1T)C—Y(k) =u(k+1)
e R Y(Z)_ 1, :1—2_1
v(z)|1-2"" =T -U(2) U(z)_l_g_l s=
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ALTRI METODI (APPROX)

30/09/2003

approssimato in piu modi :

Vsl = Vi YuiIc

1
C

Y(z)= [Y(z)+U(z)TC]Z_1
1

Universita degli Studi "Roma Tre”

Rappresenta un’integrazione, puo essere

Forward integration

~io
—_— | —
+ |
NN

Sono tutte approssimazioni di s = T—log(z)
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CONFRONTI

-1
Tustin = 2 177 - ,_2t1cs
TC l+z 2— TcS
Backward difference
Esatto 1— 1 1
S = — =
i eSTC TC 1 — STC
(1,]jO)
Per piccoli valori di |ST_|
\ sono tutti equivalenti
A Q)C S
2 N
_®c
2
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RISPOSTA IN FREQUENZA

In Laplace la risposta in frequenza ¢ F'(jw) = [F(S)]s:ja)

nze F(jQ)=[F(2)]

2=l

Infatti la retta j @ si mappa sulla circonferenza, compiendo infiniti giri
quindi la risposta armonica & somma di infinite risposte traslate di kF'-

MM

0.5}

-
<
-}
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RICHIAMI

Sistema dinamico lineare
parametri concentrati

)

Equazione differenziale
|

I

Funzione di trasferimento

30/09/2003

)
Risposta
(L - trasf.) F(s) impulsiva f(t)
I v
Campionamento (T,.)
z= ste Zf(lch)z_k
vV
F(z) |—— [caratteristiche]

<intesi

|

(’

Equazioni alle differenze

approssimazioni

schematizzazioni
[metodi
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METODI DI SINTESI

situazione reale

R
@'—_’Cf—’ C(z) | —| A(s) [LP(s) | T Y()

a) Trasposizione della sintesi nel t. continuo
b) Sintesi direttamente nel t. discreto

Eventuale approssimazione del ritardo

+ - .
o e ow) [ as [ Pe) TY(S)
C(z) = implementazione di C(s)

RE) ol {127 |— _ZACPE] [ Y(2)
b) B I S

a) Va bene con T, “abbastanza piccoli”

b) Richiede specifiche “discretizzate”
Diversi trabocchetti nelle discretizzazioni del processo.
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REGOLATORE PID DISCRETO

c(t)=k,e(t)+k j +kD@ Un metodo abbastanza

dt generale e utile:
c(i)=k,e(i) +k_D[e (i)—e(i-1)]+ le somme telescopiche

by {[ef0) o]+ [e(1)+ e+ ) i)
c(i+1)=k,e(i+1) +k?[e (i+1)- ():+%ki{[e(0)+e(l)]+

+e(1)+e(2 )]+ +[e(i)+e(i-1)]+[e(i+1)+e(i)]}
cl(i+1)—c(i)1=kp[e(i+1)+e(i)]+

—|—];—D[e(i+1)—28(i)+€(i—1)]+%ki [e(i+1)+e(i)]

c

~

_|_

c(i+l)=c(i)+A=c(i)+ae(i+1)+aye(i)+aze(i—1)
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PID: ESEMPIO DI PROGRAMMA

{inizializzazione !
E1:=0; E2:=0; CO0:=0

{ciclo di controllo¢
REPEAT
* INP_ANALG(EO);
C1:=0 + A1*EO0 + A2"E1 + A3*EZ2,;
* OUT_ANALG(C1);
C0:=C1;
E2:=E1; E1:=EOQ; E2 si perde e viene rimpiazzata
* WAIT (TC);

UNTIL FALSE {FOREVER} :

* istruzioni “insolite”
WAIT(TC) : aspetta TC secondi dall'ultima chiamata.

INP_ANALG : chiamano i convertitori A/D e D/A.
OouT
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SCELTADEL TC

Operazione critica. Scelta tipica: f. 2108 5,4,

una scelta comune € una frequenza di campionamento pari a 10 la
banda passante a ciclo chiuso del sistema.

Se & possibile € meglio che sia un po’ piu alta
(20 + 30 B_34),
specie se non si hanno elevati margini di fase.

Altro modo di scegliere Tc
(o verificare la scelta precedente):

» Esequire il progetto sui diagrammi di Bode

« Scegliere Tc in modo che introduzione dello ZOH
sia compatibile con il margine di fase
(impiegarne un modello approssimato a t. continuo)
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SCELTA DEL TC (2)

Attenzione pero un T troppo piccolo
provoca inconvenienti con le derivate,
specie con parole di memoria di lunghezza ridotta.
esempio
dy _ Vi = Vi
da T

c

y(t)=0.1¢
T.=0.1  y(100)—»(99.9)=10.00-9.99
T.=0.01 y(100)—(99.99)=10.000-9.999

e cio e vero anche in floating-point.

REM: i convertitori lavorano in virgola fissa
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CONTROLLO DEAD - BEAT

o® U y o® y(k) = u(k - n)
O. ..
o) R ° R w(z) =z™"
Riproduzione esatta, anche se ritardata n=min="7?
+ " RG
—O—| R(2) G(z) > = .
_ + RG
[ (+RGW=RG
l-w G
Importante: zeri e poli di G(z) stabili
w=z" R= 1 Dg
z" +1 NG

se G(t) causale, 1/G nonlo e
grado numeratore R(z) = g[Ng] = g[Dg]
grado denominatore R(z) = g[Dg] = n + g[Ng]
glDg] = gINg] — n = g[Dc]-g[Ng]

n:min
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IDENTIFICAZIONE DEI PARAMETRI

Sistema : equazione delle differenze

y(i)=-ay(i-1)— - —a,y(i—n)+byu(i)+ -+ +b,y(i—m)
parametri S=[-aq -~ —a,,by - bn]T n°:2n+1T
misure all'istante i q; =[y(i 1) cy(i=n)u(i) - u(i—n)]
y(i):% -3
Preleviamo le misure q; peri =0 + 2n
y(O)qu'g B qT 7]
T 70 | (2n+1)
yl)=q -3 .
(): — y=0-4 O=|-4qf - X
T (2n +1)
P
y(2n)=q3,-9 L

Se |0/#0  (dipende dall’eccitazione di S) 3 Q" 9=07"y
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IDENTIF. DEI PARAMETRI (2)

Se c¢’é rumore sulle misure ?

Si usano Vi == Vi_141 = Vi_0ay +-+ +upby +upbp | +---+gp
| minimi quadrati < :

VisM = Va4 — 0t o FErLy

y=08+¢

cerchiamo 9 : Zgizzmin
e=y-09 Set=ee=(y-0¢) (y-0e¢)

derivando e uguagliando a zero
—1
A T T
9=(0"0) 0"y
——— pseudo inversa di Q
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