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Sommario

e pumping lemma

e proprietadi chiusurade linguaggio regolari

notazioni sul livello degli esercizi: (*) facile, (**) non difficile
(***) media complessita, (****) difficile, (*****) quasi impossibile

Esercizi di Informaticateorica- Luca Cabibbo e Walter Didimo



Pumping lemma per linguaggi regolari

pumping lemma: se L e un linguaggio regolare allorad n > O tale che
VzeL con|z|=zn du,v,w:

1) z=uvw

2) luv|<n

3) |v|=1

4)z=uvwel VieN (cioei=0,1,2,..)

osservazioni:

1. ndipende daL (vienefissato unavolta per tutte sullabasedi L)

2. U, Vv, w dipendono daz edan (u,v,w sono scelti inbaseaz ead n)
3. U e/o w possono anche essere stringhe vuote

4. poiché puo anche essere i = 0, la stringa z, = uw deve appartenere
ad L affinché la proprieta 4 del lemma sia soddisfatta
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Pumping lemma per linguaggi regolari

considerazioni per lasceltadi n: s puo sempre scegliere n uguale o
superiore a minimo numero di stati necessari per costruire un ASF che
riconosce L

utilizzo del pumping lemma: il pumping lemma rappresenta una condizione
necessaria ma non sufficiente affinché un linguaggio siaregolare:

o il pumping lemmanon vale per L = L non e regolare

o il pumping lemmavale per L = non si puo dire niente per L

quindi il pumping lemma s utilizza per provare che un linguaggio € non
regolare

osservazione: il pumping lemma e ovviamente vero per linguaggi finiti;
basta scegliere n uguale allalunghezza della stringa piu lunga
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Pumping lemma per linguaggi regolari

osservazione: spesso, per dimostrare che il pumping lemmanon vale
S puo adottare unatecnica (debole) che non usatutte le ipotes:

Sl puo mostrare che per stringhe z (“ sufficientemente’ lunghe) non
esiste mal una suddivisione z = uvw, con |v| > 1 tale che
z=w'wel VieN

(non sto usando |’ ipotest |uv| < n e sto addirittura supponendo che la
suddivisione non siamai possibile da un certo nin pol)

0Sservazione: se non S riesce ad usare con successo la tecnica debole,
aloras devetentare di negare il pumping lemma usando tutte le
Ipotes
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Esercizi svolti sul pumping lemma

Esercizio 1¢**) verificare lavaliditadel pumping lemma per i seguenti
linguaggio regolari

e ,=ab*a
* L,= a(bc)*ba
e L,= a(bc)*ba+ babab

Soluzione

e ,=ab*a

lastringa “aa’ non puo essere suddivisa secondo le regole del
pumping lemma; ogni stringa di lunghezza > 2 invece e del tipo
“abbb..bba’ e puo sempre essere suddivisaa modo u=“a’ v="b" e
w = parte restante; allora basta scegliere n = 3 affinché siano
verificate le proprieta del pumping lemma
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Esercizi svolti sul pumping lemma

esempio: z = abbbba Z, = abbbbbbbbba
\¢/ Vv

Sl 0sservi che un ASF con il minimo numero di stati hatre 3 stati
(escludendo lo stato “pozzo” fittizio)

()—sfa—(%)
&

b
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Esercizi svolti sul pumping lemma

L= a(bc)*ba

la stringa “aba’ non puo essere suddivisa secondo le regole del
pumping lemma; ogni stringa di lunghezza > 3 invece e del tipo
“abchbc..bcha’ e puo sempre essere suddivisaa modo u =“a’ v="bc”
e w = parte restante; allora basta scegliere n = 4 (o n=5) affinché
siano verificate le proprieta del pumping lemma (osserva che non
POSSONO esistere stringhe di lunghezza pari nel linguaggio)

esempio: z = abchcba Z, = abchcbcbcba

esercizio: mostrare un ASF con 4 stati (escluso o stato pozzo) che
riconosce il linguaggio L,
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Esercizi svolti sul pumping lemma

e L .= a(bc)*ba + babab

risultal ;=L {babab}, quindi per tutte le stringhe del linguaggio,
tranne che per la stringa “babab”, s puo ragionare come per il
linguaggio L;

tuttavia, la stringa* babab” non puo essere suddivisa secondo le
regole del pumping lemma, ed halunghezza 5;

guindi occorre sceglieren > 6
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Esercizi svolti sul pumping lemma
Esercizio 2(x*) verificare lavalidita del pumping lemma per il
seguente linguaggio regolare
L ={se {ab}* : scontiene un numero pari di ‘@ edispari di ‘b’}

Soluzione

o tutte le stringhe di L hanno lunghezza dispari

e sez eunastringadi L, in una qualungque suddivisione z = uvw, v
deve contenere un numero pari di ‘a e un numero pari di ‘b’, affinche
z, appartengaancoraad L (1=0, 1, 2, ..)

* Non Posso suddividere la stringa “aba’ con le regole sopra descritte,
guindi n deve essere maggioredi 3

» € sempre possibile suddividere unastringa di L di lunghezza
maggiore di 3 con le regole sopra dette ed in modo taleche luv| <4 e
Iv| > 1 (dimostrare formal mente studiando tutti | casi); quindi, se
scegliamo n =4, le proprieta del pumping lemma valgono
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Esercizi svolti sul pumping lemma

Esercizio 3¢+*) dimostrare che L = {abkc"*k: h, k> 0} € un linguaggio
non regolare

Soluzione

e possibile utilizzare entrambe | e tecniche (debole o con utilizzo di

tutte le ipotes) per negare il pumping lemma:

e Utilizzo della tecnica debole (mostro che non posso mal suddividere)
—siauvw (Jv| = 1) una suddivisione per la stringa z = abxch*k;
—V non puo essere fattadi sole ‘a’, perché altrimenti “pompando”
VvV Sia avrebbe solo unavariazione del numero di ‘a’, mentreil
numerodi ‘b’ edi ‘c’ rimarrebbe ugual e (shilanciamento)
— analogamente a sopra, v non puo essere fattadi sole ‘b’ o di sole
‘C’ (shilanciamento)
—infine, v non puo prendere simboli misti, perché altrimenti s
avrebbero delle alternanze
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Esercizi svolti sul pumping lemma

e Utilizzo di tutte le ipotes
supponiamo di poter fissare un n per cui valgano le proprieta del
pumping lemma; consideriamo allora una stringa z = a"bch*k tale
che h > n; alora|z| > n e dovrebbe esistere una opportuna
suddivisione per z; tuttavia una qualunque suddivisione z = uvw tale
cheluv|<n (Jv|= 1) implicachev efattadi sole‘a; maallora
“pompando” v s avrebbe uno shilanciamento del numero di ‘&
rispetto al numerodi ‘b’ edi ‘c’ (coni =0le‘a diminuiscono
mentre per 1 >0le‘a aumentano).

esercizio dimostrare, utilizzando entrambe le tecniche del precedente
esercizio, cheil linguaggio L = {(ab)"(cd)": h > 0} non éregolare
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Esercizi svolti sul pumping lemma

Esercizio 4(***) dimostrareche L = {ss|se{a,b}*} e unlinguaggio
non regolare

Soluzione

* NON S puo Uutilizzare latecnica debole: infatti esistono sempre delle
stringhe z (lunghe a piacimento) che possono essere suddivise al modo
Z = uvw (con |[v|=1) cosl che z; appartenga ad L

(esempio: z = aaaaa...aa = UVW)

e Utilizziamo tutte le ipotes per negare il pumping lemma:
supponiamo per assurdo che il linguaggio siaregolare; alloradeve
valere il pumping lemma, cioe deve esistere un n (opportunamente
grande) tale che, per ogni z di L di lunghezza maggiore o uguale ad n
é possibile scrivere z = uvw (Juv| < n, [v| > 1) in modo che z = uv'w
appartenga ad L per ogni naturalel,
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Esercizi svolti sul pumping lemma

scegliamo aloralaseguente stringadi L: z = abadb, conk>n;
poicheé |z|>n, cerco una suddivisione uvw “valida’ per z; questa
suddivisione deve essere tale che |uv| < n, ed allora necessariamente
sarav =a' conh <Kk;

maallorasaraz,=s;s,, dove s haun numerodi ‘@ iniziali superiore
aquellos s,sei >0edinferioresei = 0, e questo e assurdo per
I’ipotesi fatta; il pumping lemma e dungue non valido, e percio il
linguaggio e non regolare

esercizio: dimostrare che il linguaggio delle stringhe palindrome di
lunghezza pari su {a,b} non eregolare
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Esercizi svolti sul pumping lemma

Esercizio 5¢*+)siaL = {&: k € un numero primo}; dimostrarecheL &
un linguaggio non regolare

Soluzione

usiamo latecnica debole: dimostriamo cioe che, se z = aaaaa...aaa ha
un numero primo di ‘a’, allora non e mal possibile suddividere z d
modo z = uvw, cosi che |z| = |uv'w| Sia un numero primo, per ogni
naturalei:

e siadunque |z| = [& un numero primo (|z| = 2, perché 1 non & primo)
e consideriamo una qualungue suddivisione z = uvw, con |v|>1

e risulta|z| = |u| + i|v] + |w]

e per ogni i >0 s puo riscrivere [z]| = |z| + (i - 1)|V]

e maallora, per | = |z|+1risulta|z| = |z]| + |z||v] = |z| (1+]v]), e quindi
|z.| non € numero primo (perche prodotto di due numeri maggiori di 1)
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Esercizi svolti sul pumping lemma

Esercizio 6¢++) siaL={a": h> 0} ; dimostrare che L & un linguaggio
non regolare

Soluzione

usiamo |a tecnica debole: dimostriamo che se |z| = |aaa...aa] e una
potenza di 2, alloranon e mai possibile suddividere z a modo

Z = UVW cosi che [z | = |uv'w| siauna potenza di 2, per ogni naturalei:

esialz|=]a"|=2" conh>0

e consideriamo una qualungue suddivisione z = uvw, con |v[>1
e risulta|z| = |u| + 1|v] + |w|

e peri>0s puoriscrivere [z| = |z| + (i -1)|v| = 2" + (i -1)|v|
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Esercizi svolti sul pumping lemma

e S0N0 possibili due casl per |v|:
— |v| € un numero dispari; in questo caso per | = 2 risulta
lz]|=2"+ (i -1)|v| = 2"+ |v|, che € un numero dispari maggiore di
2 e quindi non puo essere una potenza di 2
— |v| € un numero pari; in questo caso per i = (2"+ 1) risulta

lz|=2" + (i -1)|v|] = 2" + 2"|v| = 2" (1+]v]) che ancora unavolta
non puo essere una potenza di due perché (1+|v|) e dispari (e
quindi contiene almeno un fattore diverso da 2).

esercizio: dimostrare che il linguaggio delle stringhe su { a,b,c}, tal
cheil numero di ‘a a quadrato piu il numero di ‘b’ a quadrato e
uguale al numero di ‘c’ a quadrato (cioe (#a)+(#b)? = (#c)?) é non
regolare
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Esercizi da svolgere sul pumping lemma

Esercizio 7¢+*) provare lavalidita del pumping lemma per i seguenti
linguaggi regolari, stabilendo qual’ e il minimo n utilizzabile per la
prova

* L, = aa(bb)*

L, =abc + accb + a(cc)*ba

L, =Insieme delle stringhe in { 8 b} * con un numero pari di ‘&

Esercizio 8¢-+*) dimostrare, utilizzando il pumping lemma, che|
seguenti linguaggl non sono regolari:

o L, ={aba: k> 0}

eL,={abk:k>h> (0}

oL, ={ab": k>h> 0}

oL,={se{ab}* :il numerod ‘a emaggiore del numerodi ‘b’}
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Proprieta di chiusura de1 linguaggi regolari

teorema: se L, ed L, sono due linguaggi regolari = anche|
seguenti linguaggi sono regolari

eL=L,uUl, (unione)

el =L,eL, (concatenazione)
oL =L,* (chiusura stella)

L =2,-L; (complementazione)
eL=L;nL, (Intersezione)
eL=L,-L, (differenza)
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Automa che riconosce 1l linguaggio unione

A=<>,, Ky, FL 0y, Qo> ASFND chericonosce L,
A=<>,, K, F,, Oy 0> ASFND chericonosce L,

A=<>,K,F, oy d,> ASFND chericonoscelL =L, UL,

2.=2,U2,
K=K uK,u{agy

‘FLUF, seqyeF; e qpe k)
F=<

kFlu F,u {0y} seqyu€F, 0 qpeF;

oy (0,8) = oy, (0,3) VoeK,; Vae 2,
oy (0,8) = oy, (0,3) VoeK, Vae 2,
Oy (00,@) = 0y (dg1s@) W Oz (02 ®) Vae 2.

Esercizi di Informaticateorica- Luca Cabibbo e Walter Didimo 20



Esercizi sull’unione di automi

Esercizio 9¢*+) determinare I’automa A = A, U A, edirequale

linguaggio riconosce, scrivendolo sotto forma di espressione regolare

Aq
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Esercizi sull’unione di automi

Soluzione

L = (ab*a+ b)a* + b* (ab*ab*)*
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Automa che riconosce il linguaggio concatenazione

A=<>,, Ky, FL 0y, Qo> ASFND chericonosce L,
A=<>,, K, F,, Oy 0> ASFND chericonosce L,
A=<>,K,F, 0y d,> ASFND chericonoscelL =L L,

2 =202,
K=K;UK,

(F, seee¢ L,
F=<

FLUF, seeel,

Uo= Go1

oy (0,8) = 01 (9,3) VogeK,- F) Vae2,
Oy (0,8) = 0y (0,@) L Oy (dop:@) VoeF, Vae 2.
Oy (0,3) = 0y, (0,) Vae K, Vae2,
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Esercizi sulla concatenazione di automi

Esercizio 10¢+) determinare I’automa A = A, A, edirequae

linguaggio riconosce, scrivendolo sotto forma di espressione regolare

ba
S
a

b

Aq
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Esercizi sulla concatenazione di automi

Esercizio 10¢+) determinare I’ automa A = A, A, edirequae

linguaggio riconosce, scrivendolo sotto forma di espressione regolare

L = ba* a(b* (aa)*)*
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Automa che riconosce il linguaggio complementare

A=< K, F09,q,> ASFchericonoscelL
A'=<> K',F,d,q,> ASFchericonoscel’ =2*-L

2 =2
K'=Ku{d} (‘d servesolosec’ equalche o(g,a) indefinito)
F=K-F

qd'0= o1

0’ (g,a) = 0(g,a) Voge K eVae. :9(q,a) edefinito
0'(gq,a =d Vage K eVae :0(q,a) eindefinito
o' (d,a) =d Vae ).

nota: s ricordi che dire che 0(g,a) e indefinito e come dire che esiste
uno stato (pozzo) non finale g’ tale che 6(g,a)=g’ = o(q’,x) Vxe 2.

Esercizi di Informaticateorica- Luca Cabibbo e Walter Didimo 26



Esercizi sulla complemetazione di automi

Esercizio 11¢**) determinare |’ automa A’ complementare di A edire
guale linguaggio riconosce, scrivendolo sotto forma di espressione

regolare
A
On ?
Soluzione
A’ L = (a+ba*b)(at+b)* + ¢
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Automa che riconosce il linguaggio chiusura stella

A=<, K, F oy 05 ASFND che riconosce L
A'=<>" K',F,d\,dy,> ASFND chericonosceL*
2 =2

K=K u{q o}

F=Fu{qg

0’ (0,a) = on(0,8) Voge K-F eVae .
0'n(0,8) = On(a,8) L 0y(0p,®) VOeF eVae

0’ n(0 0,8) = 0y(00,) Vae 2.

nota: lo stato g’ , e uno stato finale perché L* contiene sempre la
stringa vuota
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Esercizi sulla chiusura stella di automi

Esercizio 12¢+*) determinare |’ automa A’ chiusurastelladi A edire
guale linguaggio riconosce, scrivendolo sotto forma di espressione

regolare
A
Ox: %a
a
Soluzione

inutile a
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Automi che riconoscono Intersezione e differenza

A=<>,, K Fp, 04, 09> ASF chericonosce L,
A=<, K, F, 0, 0.,> ASF chericonoscel,

 ASFND chericonoscelL =L; "L,  (intersezione)

A=A, N A= (C(A) UC(A,))

 ASFND chericonoscelL =L, - L, (differenza)

A=A -A,=c(c(A)UA)
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Esercizi1 svolti sulle proprieta di chiusura

Esercizio 13¢***) dimostrare cheil linguaggio L — {a,b}* delle
stringhe di lunghezza dispari e con un numero pari di ‘a eregolare;
costruire poi un ASF che riconosce L

Soluzione

* il linguaggio L, delle stringhe su { a,b} di lunghezza dispari e
regolare, infatti: L,= (at+b)((at+b)(at+b))*

* il linguaggio L, delle stringhe su {a,b} con un numero pari di ‘a e
regolare, infatti: L,= b* (ab*ab*)*

e il linguaggio L el’intersezionedi L,edL,,cioeeL=L;NL,,
quindi e regolare per le proprietadi chiusura del linguaggio regolari
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Esercizi1 svolti sulle proprieta di chiusura

A ; A,
a, a
@ ab _><a_
b b
! !

b e 2\
—(w)a( *ﬂg a ,b,

Esercizi di Informaticateorica- Luca Cabibbo e Walter Didimo 32



Esercizi1 svolti sulle proprieta di chiusura

c(A,) c(Az)
(0 (el
<> <>
0 Y/ b b
c(A,) U c(A)) a,b

per poter costruire il
= complementare,

occorre primaricavare
I’ ASF dall’ASFND
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Esercizi1 svolti sulle proprieta di chiusura

ASFND per c(A,) U c(A,)

ASF per c(A,) U c(A))
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Esercizi1 svolti sulle proprieta di chiusura

b
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Esercizi1 svolti sulle proprieta di chiusura

Esercizio 14¢+++) dimostrare, utilizzando le proprieta di chiusura dei
linguaggi regolari, cheil linguaggio L delle stringhe non vuote su
{ab} contenenti lo stesso numero di ‘@ edi ‘b’ non eregolare

Soluzione

e supponiamo per assurdo che L siaregolare

e il linguaggio L’ ={ab™: nm> 0} eregolare, infatti L’ = aa* bb*
o allora, per le proprieta di chiusuradei linguaggi regolari, dovrebbe
esserecheL N L’ eun linguaggio regolare; tuttaviarisultaL N L'=
{ab": n>0}, il quale sappiamo essere un linguaggio non regolare

e daciol’assurdo

esercizio: dimostrare che L non e regolare usando il pumping lemma;
s riesce ad applicare latecnica debole per negare il pumping lemma?
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Esercizi da svolgere sulle proprieta di chiusura

Esercizio 15¢+++*) dati | seguenti ASFND
A, A
()
—>
J b
b

2
—(
costruire gli ASFND unione e differenzadi A, eA,

Esercizio 16¢++*) s dimostri, usando le proprietadi chiusura del
linguaggi regolari, cheil linguaggio L delle stringhe su {a,b,c} con un
numero pari di ‘a piu ‘b’ eregolare; costruire inoltre un ASFND che
riconosce L
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