Esercizi di Informatica Teorica

Linguaggi non contestuali: automi a pila

acuradi
Luca Cabibbo e Walter Didimo
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Sommario

e automi apila

e automi a pila e grammatiche non contestuali

notazioni sul livello degli esercizi: (*) facile, (**) non difficile
(***) media complessita, (****) difficile, (*****) quasi impossibile
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Automa a pila (PDA)

automa a pila non deterministico (PDA) :

A=<>,T,Z2,Q,qy,F, 0> dove

« >, el’afabeto (finito) di input

o " el’ adfabeto (finito) dei simboli della pila

e Z,€eil simbolo di pilainiziale

* Q euninsieme (finito e non vuoto) di steti

*(,c Qelodatoiniziae

 Fc Qel'inseme degli stati finali

* 0. Qx> u{e})xI' > P(QxTI*)elafunzionedi transizione;
latransizione o(g, a, A) — <q',y> indica che: dallo stato g, leggendo
‘a (che puo anche essere €) dallastringadi input e ‘A’ come elemento
affiorante dallapila, si passaallo stato g’ e sl inseriscey a posto di A
in pila
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Configurazioni e transizioni

 Un automa a pila e deterministico se per ogni stato g, ssmbolo di
input ‘@ esimbolo di pila‘A’, riesce: | 6(g, a, A) |+ 0(g, e, A) | <1

e configurazione (istantanea): <q, X, y>, dove
* g elo stato corrente
X elastringadi input ancora daleggere
e v e lastringa ancora presentein pila (il primo ssmbolo di ye
guello affiorante dalla pila)

e fransizione traconfigurazioni: <qg, X, > —<q', X', y> <
x=ax', Y=Aa, ¥ =Ba, <q, B>¢< 9(q, a A) oppure
ex=X, Y=Aa, ¥ =Ba, <q,B>€ o(q, &, A)

e computazione: chiusuratransitivaeriflessival—* di |—

Esercizi di Informaticateorica- Luca Cabibbo e Walter Didimo 4



Linguaggio riconosciuto da un PDA

definizioni di accettazione:

* accettazione per pilavuota: una stringa x e accettata da un PDA <
al termine della computazione su x la pila e vuota

» accettazione per stato finale: una stringa x e accettata da un PDA <
a termine della computazione su x il PDA e su uno stato finale

linguagaio riconosciuto da un PDA: insileme delle stringhe accettate
dal PDA

teorema: 1 linguaggi riconosciuti dai PDA che accettano per pila
vuota sono tutti e soli i linguaggi riconosciuti dai PDA che accettano
per stato finale (equivalenza del linguaggi nelle due definizioni)
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Esercizi svolti su1 PDA

Esercizio 1¢**) definire un automa apila per il linguaggio non
contestualeL ={a'b": n> 1}.

Soluzione
e accettazione per pila vuota

2. ={ab}, I'={Z, A}, Zo=Z, Q={ 0, qy}
o(dy, & Z) ={<0y, A>} o(dy, & A) ={<0y AA>}
o(0p, b, A) ={<qy, € >} o(dy, b, A) ={<q,, € >}

~~ bA| €
aZ|A, @ bA| €
aAAA
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Esercizi svolti su1 PDA

computazione sulla stringa “ aaabbb”
<Q,, aaabbb, Z> |— <q,, aabbb, A> |— <q,, abbb, AA> |—
<Q,, bbb, AAA> |—<q,, bb, AA> |—<q,, b, A> |—<q,, €, e

e accettazione per stato finale

2={ab},I'={Z, A}, Z~Z,Q={dy, Gy, O} , F={ 0}
o(Qo, & Z) ={<qq, AZ>} o(0o, & A) ={<q, AA>}
6(0o, b, A) ={<aqy, € >}

o(dy, b, A) ={<qy, € >} o(Qy, €, Z) ={<Q, Z>}
domanda: come sl puo modificare I’ automa affinche accetti

contemporaneamente per pilavuota e per stato finale?
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Esercizi svolti su1 PDA

Esercizio 2(***) definire un automa a pila per il linguaggio non
contestuale L ={a"b*": n> 1}.

Soluzione
e accettazione per pila vuota

o(dy, & Z) ={<qy, AA>} o(dy, & A) ={<0y AAA>}
o(Cp, b, A) ={<qy, € >} o(dy, b, A) ={<qy, € >}

~~ bA| €
aZ|AA, @ bA| €
aA|AAA
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Esercizi svolti su1 PDA

soluzione aternativa con accettazione per pila vuota
o(0y, & Z) ={<q, A>} 0(0y, & A) ={<qy AA>}

0(Qy, b, A) ={<qy, A>} o(qy, b, A) ={<0q,, e>}
o(0y, b, A) ={<q,;, A>}

~ bA| A bA| e
ap, e

aA|AA bA| A

Esercizio 3(***) definire un automa a pila per il linguaggio non
contestualeL ={a"b™: m>n=>1}.
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Esercizi svolti su1 PDA

Soluzione
e accettazione per pilavuota (e stato finale)

o(Qo, & Z) ={<qq, AZ>} o(0o, & A) ={<q, AA>}

o(do, b, A) ={<q,, >} o(dy, b, A) ={<qy, >}
o(0y, b, Z) ={<q,, Z>} 0(0y, €, Z) ={<Q, >}
~ bA| ¢ A K
oz T
aAlAA ‘
DA| &,
bZ| Z
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Esercizi svolti su1 PDA

abero di computazione per la stringa “ abb”

<Q,, abb, Z>
v
<Q,, bb, AZ>

v
<Q,, b, Z>

(0, by w(ll’ g, Z)

<Oy, €, Z> <Qp, b, €>| «m non accettante

v

<O &, € |« accettata sia per stato
finale che per pilavuota
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Esercizi svolti su1 PDA

Esercizio 4+*+) definire un automa a pila per il linguaggio non
contestualeL ={a"b™: n>m=> 1}.

Soluzione
e accettazione per stato finale

o(Qo, & Z) ={<qq, AZ>} o(0o & A) ={<q, AA>}
(0o, b, A) ={<q,, € >} 06(qy, b, A) ={<q,, € >}
o(dy, €, A) ={ <0, € >} o(dy, €, Z) ={ <0, >}

L a2
zipz, (< % (e
aAJAA bA[ &
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Esercizi svolti su1 PDA

e accettazione per pilavuota

o(Qp, & Z) ={<q,y, AZ>} 0(Qg, & A) ={<y, AA>, <(, A>}
(0o, b, A) ={<q,, e>}

o(qy, b, A) ={<qy, £} o(qy, €, Z) ={<q,, e>}

aZ|A, '@ e @’ bA|e
aA|AA

aA|A
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Esercizi svolti su1 PDA

abero di computazione per la stringa “ aab”

<q,, 8ab, Z>

v
<q,, ab, AZ>

O\

<(p, b, AAZ> <(y, b, AZ>

v v
<Q., &, AL> <q1’f’ £>
non acf:ettata <Q, €, €=

.\
\
N\

accettata per pila vuota
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Esercizi svolti su1 PDA

Esercizio 5¢**+) definire un automa a pila per il linguaggio non
contestuale L = {a"b™ck: nmk>1ed n=mon=Kk}.

Soluzione

e accettazione per pilavuota e stato finale

(0o, & Z) ={<qp, AZ>} (0o, & A) = {<qp, AA>} contale‘a
0(Qy, b, A) = {<q,, >, <q,, A>} creadue rami: (n=m) o (n=K)

8(ay, b, A) ={<q,e>}  8&(qy ¢ 2)={<qy 2>} |
0(0s, €, Z) ={<0,, Z>} 8(0, €, Z) = {<Qp, &>} ramo n=m
3(ap b, A)={<tp A} (G c A)={<aue} |
o(dy ¢, A) ={<q,, e>} o(dy € Z) ={<Q, &>} _
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Esercizi svolti su1 PDA

bA| € cZ|Z

R
ZIAZ,\_
et
CA|e

cZ|Z
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Esercizi svolti su1 PDA

Esercizio 6(+**) definire un automa a pila per il linguaggio non
contestuale L ={a"bma"b": nm=> 1}.

Soluzione

e accettazione per pilavuota e stato finale

o(Qps & Z) ={<q,y, AZ>} o(Cp, & A) ={<0y, AA>}
6(o, b, A) ={<q,, BA>}

o(qy, b, B) ={<q,, BB>} o(qy, a, B) ={<q,, &>}
o(d,, a B) ={<q,, e>} o(a,, b, A) ={<qs, >}
o(ds, b, A) ={<qs, £>} 0(0s, €, Z) = { <, &>}
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Esercizi svolti su1 PDA

svuotale B

svuotale A

NG

Inseriscele A
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Esercizi svolti su1 PDA

Esercizio 7¢-+*) definire un automaa pila per il linguaggio delle
stringhe su {a,b} tali che #a = #b.

Soluzione
e accettazione per pilavuota e stato finale

0(0o, & Z) ={<0,, AZ>} o(do, b, Z) ={<qy, BZ>}
o(0p, & A) ={<0q, AA>} o(d, b, B) ={<q,, BB>}
o(dy, & B) ={<qq, £} o(do, b, A) ={<qq, >}
(0o, &, Z) ={<q, &>}

osservazione nella pilanon ci possono essere contemporaneamente
delle A edelleB
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Esercizi svolti su1 PDA

Esercizio 8¢+*) definire un automaa pila per il linguaggio delle
stringhe su {a,b,c} tali che #a = #b + #c.

Soluzione
e accettazione per pilavuota e stato finale
0(dy: & Z)={<q,, AZ>}, 0(q,, b, Z)={<q,, BZ>}, o(q,, ¢, Z)={<q,, BZ>}

8(qO’ av A):{ <q01 AA>}’ 8(q01 b1 B):{ <q01 BB>}1 6(qO’ C1 B):{ <q01 BB>}
O(0o, @ B)={<0p, £}, 6(qp, b, A)={<qy, £>}, 6(qp, €, A)={ <qp, €>}
(0o, & Z) ={<q, &}
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Eserciz1 da svolgere sui PDA

Esercizio 9¢+*) definire un automa a pila per ciascuno dei seguenti
linguaggi non contestuali:

oL ={a'c™b": nm2> 1}

oL ={(ab)"(cd)":n>1}

o L =stringhe su {ab,c,d} tali che#a+ #b = #c + #d

Esercizio 10¢**) mostrare |’ albero di computazione per la stringa
“*aaabb’ nell’automadell’ Esercizio 4

Esercizio 11¢**) mostrare |’ albero di computazione per la stringa
“aabcc” nell’automadell’ Esercizio 5
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Algoritmo: CFG — PDA

input : una grammatica non contestuale (CFG) G =<V, V,, P, S>
ouput : unPDA A =<>.T,Z, Q, q, 0> che accetta per pilavuota
e ricavareuna G’ =<V, V', P, S >1in GNF equivalente a G mache
non generae
> =V,
I'=V"
©Z,=9S
*Q=1{0} €Go=1
e per ogni produzione A — ay introdurre 6(q, a, A) — <q, y>
» se G generac alloraaggiungere lo stato " a Q, porreq,=q' ed
aggiungere le seguenti transizioni: .

*0(0, ¢, Zy) > <q,e> (perriconosceree)

*0(0, ¢, Zy) — <q,Z,> (perricondurs alletransizioni su q)
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Esercizi svolti su: CFG — PDA

Esercizio 12¢++*) definire un automa a pila non deterministico che
riconosce il linguaggio generato dalla seguente grammatica non
contestuales S—a|S+S|S* S|(S

Soluzione
e portiamo lagrammaticain GNF
— portiamo in quasi CNF:
S— SPS|SMS|ASZ | a
P>+ M-o>* A>(,Z-)
—scegliamo I'ordinamento S<P<M <A <Z
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Esercizi svolti su: CFG — PDA

—eliminiamo laricursione sinistrasu S
S—> ASZR|aR|ASZ | a
R— PSR|MSR|PS|MS
P>+, M>* A->(,Z->)
— sostituiamo a ritroso e semplifichiamo
S— (SZR|aR | (SZ | a
R— +SR|*SR|+S|*S
Z—)
+ poniamo: ¥ ={a, +,*,(,)}, [={S,R, Z},Q={q}, =0, Z,=S
e costruiamo I’ insieme delle transizioni:

Esercizi di Informaticateorica- Luca Cabibbo e Walter Didimo 24



Esercizi svolti su: CFG — PDA

5(9,(, S) ={<q, SZR>, <q, SZ>}
o(d, & S) ={<q, R>, <q, >}

o(q, +, R) ={<q, SR>, <q, S>}
3(a, *, R) ={<q, SR>, <q, S>}
o(q, ), Z) ={<q, e>}

Esercizio 13(***) definire un automa a pila non deterministico per la

seguente grammatica G non contestuale: S— ¢ | [§] | SS
(L(G) e anche detto linguaggio delle parentesi bilanciate o Dyck,)
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Esercizi svolti su: CFG — PDA

Soluzione
e consideriamo la grammatica equivalente a G ma che non generala
stringavuota: S— [S] | SS|[]
e scriviamo lagrammaticain GNF:

S—[Z|[SZ]|[ZR|[SZR

R—[Z|[SZ|[ZR|[SZR | [ZRR | [SZRR

Z— ]
+ poniamo: X ={[,1}, T={S,R, Z},Q={q, 9}, 4=, Z,=S
o costruiamo I'insieme delle transizioni:
o(a, [, S) ={<a, Z>, <q, SZ>, <q, ZR>, <q, SZR>}
o(g,'[', R) ={<q, Z>, <q, SZ>, <q, ZR>, <qg, SZR>, <q, ZRR>, <q, SZRR>}
6(a,'], 2) ={<q,e>} o(q, e, S ={<q,e> <q, S}
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Esercizi svolti su: CFG — PDA

osservazione: esiste un PDA molto piu semplice per il linguaggio

definito dalla grammatica delle parentesi bilanciate

S=smbolo di pilainiziale

0(q, €

o(Q,
o(Q,
o(Q, '

,S) =1<0, e}
1, S) ={<a, AS>}
', A) ={<q, AA>}

I A) ={<q, &>}

|a situazione nella pila all’ istante generico e cosl riassunta:

-sel’
-sel’

elemento affiorante e S allora c’ e un bilanciamento di parentes
elemento affiorante e A alloraci sono piu parentes aperte
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Algoritmo: PDA — CFG

input : un PDA A=<2,T,Z, Q, q, 0> che accetta per pilavuota
ouput : una grammatica non contestuale (CFG) G =<V,,V,, P, S>
o VT — Z
* Vy={[pAd] : Vp, ge Q, VAeT} L { S}
* |'insieme P delle produzioni eil seguente:
-S—[0,Z,0] VQeQ
—[pAq] — a V<g,e>€ o(p, & A)
— [PAG] = 80,B10,] [0,B50] -.-.. [0 B1rGiea] SUOGNI possibile
sceltadi 0,,..., 41 €Q  V<q,, Y>€ d(p,a, A)cony=B,... B,

Esercizio 14+ definire una grammatica non contestuale che genera

Il [Inguaggio riconosciuto dal seguente automa a pilanon
deterministico:
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Esercizi svolti su: PDA — CFG

2={[1}, T={T,A}, Q={dp}, Zo=T
o(do, & T) ={<qp, €}

o(do, ‘[ T) ={<0p, AT>}

o(do, ‘[ A) ={<0o, AA>}

o(do, ‘1" A) ={<qq, &>}

Soluzione
e produzioni per I’ assioma:

S — [GoT )
* produzioni per o(dy, €, T) = {<q,, £>}:

[Qo Tl — €
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Esercizi svolti su: PDA — CFG

e produzioni per 6(g, ‘]’, A) ={<q,, £>}:
[ApAT] — |

e produzioni per (g, ‘[', T) = {<q, AT>}
[GoT Aol = [ [AAG] [GoT 0l

eproduzioni per o(d,, ‘[, A) = {<q,, AA>}

[AAd] — [ [AeAd] [AA]

poiche g, eil solo stato dell’ automa, possiamo rinominare i non
terminali @ modo: [g,Tqy] =T, [9,Ady] = A, eriscrivere dunque la
grammatica come segue:

S—>T (S = assioma)

T—oe|[AT A —1|[AA
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Esercizi svolti su: PDA — CFG

Esercizio 15¢++*) definire una grammatica non contestuale
corrispondente al seguente automa a pila non deterministico:
2. ={ab}, I'={Z, A}, Q={00 Oy, O}, Zo=Z

0(Qo, &, Z) ={<qq AZ>}

0(Cp, & A) ={<0y, A>, <qp, AA>}

(0o, b, A) ={<q,, &>}

0(qy, b, A) = {<aqy, &>}

o(dy, &, Z) = {<q, &>}

Soluzione
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Esercizi svolti su: PDA — CFG

e produzioni per I’ assioma:

S—[dyZ9] | [929] | [9ZaE]
e produzioni per <q,, AZ> € o(q,, &, Z):
0020l — alagAdy] [a0Zd,] | aldpAa,] [a:200] | alaAge] [aeZa,]
00Z04] — alalAdy] [a0Z44] | aldyAa,] [a,20,] | alaAge] [aeZa;]
(0029l — aldpAay) [dpZae] | aldpAay] [0,20] | a[dpAe] [AZ0g]
e produzioni per <g,, A> <€ 0(q,, & A):

[AAd] — AaAd)]  [AoAd,] — AaAgy]  [AAE] — aldpAGH]
e produzioni per <q,, AA> € 9(q,, &, A):
[00Ade] — aldyAay] [dA] | aldpAa,] [a,A] | aldpAae] [a-Ad]
[AAy] — alapAdy] [ApAay] | alasAa,] [a,Aay] | alapAde] [aeAd,]
[AAGE] — & dpAdy] [AATE] | aldpAay] [9;AGH] | 8[ApATE] [AeATH]
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Esercizi svolti su: PDA — CFG

* produzioni per <q,, €> € 0(q,, b, A):
[QAGy] — b

e produzioni per <qd,, € € o(q,, b, A):
[1AGy] — b

* produzioni per <gg, > € o(q,, €, Z):

[0,20(] — €
proviamo a semplificare:

- rinominiamo ciascun non terminale al modo: [qAQ] = A;

- I’interagrammatica s riscrive dungue come segue:
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Esercizi svolti su: PDA — CFG

S—Zy | Loyl Zoe

Loy = 8Ageoo | 8A0Z1g | 8AGELRg
Loy = 8Agelor | 8An 211 | 8AGELE
Zop = aAgoLor | 3AnZ 1k | 8AELer

Ago = 8AgA0 | 8A0 A0 [ 8AGEAR | 8Ag
Aor = 8AgAn | 8AGA 11 | 8AGAR [8Ay |D
Aor = 8Ag Ao | 8AG AR | 8AAEE| 8A e
A,—Db

Lig— €

* | simboli fecondi sono: Ay, , A1, Z, 2, S
eliminando dunquei simboli: Z,,, Z,,, Ay, Age lagrammatica diventa
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Esercizi svolti su: PDA — CFG

S— 2y
Zor = aApZyr
Aop = aAg Ay [8Ag D
A—Db
Lig— €
 eliminando le e-produzioni e poi le produzioni unitarie sl ha:
S— aAy
Aop = aAgAgy [8Ag D
A—Db
e rinominiamo | non terminali al modo: A ,=A ,A;;=B
S— aA
A —aAB|aA|b
B-Db
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