Esercizi di Informatica Teorica

Complessita

acuradi
Luca Cabibbo e Walter Didimo

Esercizi di Informaticateorica- Luca Cabibbo e Walter Didimo



Sommario

o tipologie di problemi e notazioni sulla complessita
e classi di complessita
o appartenenzadi problemi aclassi di complessita

e problemi NP-completi

notazioni sul livello degli esercizi: (*) facile, (**) non difficile
(***) media complessita, (****) difficile, (*****) quasi impossibile
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Tipologie di problemi

dataunafunzionef: | — P(O) (insiemedelle parte di O)
distinguiamo |le seguenti tipologie di problemi:

 problemadi decisione

dato xe | ed ye O, e vero cheye f(x) ?

equivale ad avere un predicato: p(x,y,f) — {vero, falso}

e problemadi ricerca

dato xe |, determinare un ye O tale che ye f(x)

e problema di enumerazione

dato xe I, determinare [f(x)| (oppure generare I’ intero insieme (X))
e problemadi ottimizzazione

dato xe |, determinare ye f(x) tale chey siala“migliore soluzione”
rispetto ad una misura fissata
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Esempio di tipologie di problemi

esempio: dato un grafo G=(V,E), slal ={(u,v) e VXV :u#v} esaO
I’insileme di tutti 1 possibili cammini tradue nodi di G; siainoltre
f(u,v) = {tutti i cammini dauav in G}

 problemadi decisione

dato (u,v)el edye O, evero chey eun camminodauav ?

e problemadi ricerca

dato (u,v)el, determinare un camminoy dauev

e problema di enumerazione

dato (u,v)el, determinare il numero di cammini dau ev (cioe [f(u,v)|)
e problemadi ottimizzazione

dato (u,v)el, determinare il cammino piu corto dau av
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Complessita asintotica di algoritmi

* t,(X) = tempo speso dall’ algoritmo A sull’ input x

* S, (X) = spazio (aggiuntivo) speso dall’ algoritmo A sull’ input x

e TA(N) =max{t,(x) : [X| =n} (tempo speso da A nel caso peggiore su
Input di dimensione n)

e S,(n) = max{s,(X): |X| = n} (Spazio speso da A nel caso peggiore su
Input di dimensione n)

* TA(n) =0O(g(n)) seesistono cednytali cheT,(n) <clg(n)] Yn=n,
e T,(n) =€(g(n)) seesistono c ed n, tali che T,(n) = c|g(n)| Vn=n,

e S,(N) =0O(g(n)) seesistono c ed nytali che S,(n) < clg(n)] Vn=n,
e S,(N) = Q(g(n)) seesistono c ed n, tali che S,(n) = clg(n)| Vn = n,

C1l91 (N = Ta(N) < cylgx(n)] < Q(g,(N)) = Ta(N) = O(g,(N))
C1|9:(N)| £ Sp(n) < C)lgu(N)] & €2(g,(N)) = Sa(n) = O(g,(N))
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Complessita asintotica di problemi

e un problema P ha una complessita temporale O(g(n)) se esiste un
algoritmo A cherisolve P tale che T,(n) = O(g(n)); tale complessita s
chiama anche un upper bound del problema P;

e un problema P ha una complessita temporale 2(g(n)) se ogni
algoritmo A cherisolve P etaleche T,(n) = Q(g(n)); tale
complessitas chiama anche un lower bound del problemaP;

le stesse definizioni valgono nel caso della complessita spaziae

osservazione: |'analisi di complessita di un problema e tanto migliore
guanto piu piccolo e |’ upper bound e guanto piu grande e il lower
bound; determinare il piu grande lower bound significa determinare la
complessitaintrinseca del problema
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Considerazioni utili

* determinare un lower bound alla complessita di un problema e piu
difficile che determinarne un upper bound, perche occorre ragionare
su ogni possibile algoritmo (cioe ragionare indipendentemente dal
procedimento algoritmico adottato per risolvere il problema)

e esistono dei |lower bound elementari che s possono ricavare; ad
esempio, se un problema richiede necessariamente di leggere o
scrivere n celle di nastro per essererisolto, allora €2(n) sara un suo
lower bound (non e detto pero che siail piu alto)

e e per un problema s trovano un lower bound ed un upper bound
coincidenti, alloravuol dire che si e trovata la complessita intrinseca
del problema ed anche un algoritmo di risoluzione ottimo
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Esercizio sulla complessita asintotica

Esercizio 1¢**) sl consideri il problema P di decidere se una stringa
appartiene o meno a linguaggio L={a"b": n >0} :

e trovare un lower bound temporale del problema rispetto al modello
di calcolo di Turing (latagliadel’input e 2n);

e mostrare una macchinadi Turing mononastro che risolve P in tempo
O(n?) e specificare quale € la sua complessita spaziale;

e mostrare una macchina di Turing qualungue cherisolve P in tempo
O(n) e specificare quale e la sua complessita spaziale;

e mostrare una macchinadi Turing qualungue che risolve P in spazio
O(log n);

e dire se e possibile trovare una macchinadi Turing che risolvel
problemain tempo inferiore ad O(n)
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Class1 di complessita

ogni problema di decisione puo essere visto come un problemadi
riconoscimento di linguaggio:

distinguiamo le seguenti classl di complessita:

e DTIME(g(n)) : linguaggi decis intempo O(g(n)) daunaMT
 DSPACE (g(n)): linguaggi decis in spazio O(g(n)) daunaMT
 NTIME(g(n)): linguaggi accettati in tempo O(g(n)) daunaMTND

* NSPACE(g(n)): linguaggi accettati in spazio O(g(n)) daunaMTND

class notevoli:

« LOGSPACE = DSPACE(logn) NLOGSPACE = NSPACE(log n)
e PTIIME=P=yu, DTIME(nY)  NPTIME = NP = U, NTIME(nK)
* PSPACE = U, DSPACE(nY) NPSPACE = U, NSPACE(nK)

« EXPTIME = U, DTIME(2") NEXPTIME = U, NTIME(2™)
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Relazioni tra classi di complessita

Inclusioni strette accertate:

Pc EXPTIME
NP < NEXPTIME
PSPACE c EXPSPACE

PSPACE = NPSPACE

un problema ancora aperto:
P=NP?

Ci Sl convince sempre di piu
che non sia cosi, ma nessuno
lo hamal dimostrato
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Astrarre sul modello di calcolo

 anche se |’ appartenenza di problemi alle classi di complessita
considerate e stata definitarispetto ad M T, e possibile variare |l
modello di calcolo, mantenendo valide le relazioni di appartenenza di
problemi; ad esempio il modello RAM permette solo di migliorare di
un polinomio sui tempi di computazione di unaMT (non cambiala
classe di complessita)

o per valutare la complessita di un algoritmo descritto come sequenza
di pass, sl devono analizzare due aspetti:

- Il numero di passi richiesti dall’ algoritmo rispetto allalunghezza
dell’ input;

- la complessita richiesta da ogni singolo passo sempre rispetto alla
lunghezza dell’ input.
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Esercizi sulle classi di complessita

Esercizio 2¢-+*) un grafo G=(V,E) e bipartito se esiste una partizione
{A, B} di V tale che due nodi nello stesso insileme (A o0 B) non sono
mai adiacenti (cioe collegati da un arco);

s consideri il seguente problema di decisione (BIPARTITO):

dato un grafo G connesso, e G bipartito?

assumendo che lalunghezza dell’ input e il numero di vertici di G:
 dimostrare che il problemaBiPARTITO appartiene alla classe NP,
 dimostrare che il problemaBiPARTITO appartiene alla classe P.

Soluzione

 dimostriamo che BIPARTITO appartiene alla classe NP

per fare questo descriviamo un algoritmo non deterministico chein
tempo polinomiale decide se G e bipartito o meno
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Esercizi sulle classi di complessita

input: G=(V,E) connesso
output: un valorein {vero, falso}
- ordina arbitrariamente i nodi di V={v,,v,, ..., vV} eponi inizialmente
A= e B=;
- a primo passo esegui hon deterministicamente due operazioni:
- metti v, In A
- metti v, In B
(lacomputazione s divide in due rami);
- per ogni | = 2, ...,n (passo i-esimo), su ogni ramo della computazione
(i rami sono 2'-1) esegui non deterministicamente due operazioni:
- metti v, in A
- metti v;in B
- per ogni ramo verificachein A ed in B non ci siano due nodi adiacenti; se
esiste un ramo che verificalaproprieta, ritornavero, atrimenti ritornafalso
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Esercizi sulle classi di complessita

A={v} A=D
B=YJ B={v,}
Vo— A vV,— B Vo— A v,— B
A={v,V.} A={v} A={V,} —
B=YJ B={v,} B={v,} B= {vlvz}

Vs / \\/368 vgeA/ \\/3%B v3e/ X%%B v3eA/ \3e8

A= {V1 Vz V3}

2 | B={vy

A={v}
B={V,,v3}

A={v.}
B={vy,v3}

A={ vz}
B={vy,v,}

B= {v1 v2 V3}

albero di computazione per G con tre vertici
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Esercizi sulle classi di complessita

analisi della complessita

- occorre pensare che nell’ algoritmo descritto ogni ramo della computazione
[pOSsa essere eseguito contemporaneamente agli altri;

- su ogni ramo | algoritmo descritto esegue n passi distinti, in ognuno del
quali effettual’ inserimento di un nodo in uno del dueinsiemi A e B (O(1));
all fine degli n passi esegue una verifica sulla correttezza della bipartizione
costruita confrontando un numero O(n?) di coppie di nodi

- dunque il tempo di calcolo € O(n?)

riflessioni

- come s puo rendere piu “furbo” I’ algoritmo non deterministico sopra
descritto?

- sapendo chein un grafo planare G risulta m=0O(n), e possibile abbassare il
tempo di calcolo dell’ algoritmo su grafi planari?
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Esercizi sulle classi di complessita

 dimostriamo che BIPARTITO appartiene alla classe P
descriviamo un algoritmo deterministico che in tempo polinomiale
decide se G e bipartito o meno

Idee di base per |aformulazione dell’ algoritmo:
e gli insiemi A e B vengono costruiti progressivamente;
e ad ogni passo s “esamina’ un nodo diverso chestain AoinB e
S mettono tutti 1 suoi adiacenti nell’ insieme opposto
e se sl habisogno di inserire un nodo in un insieme, e se tale nodo
eragiastato inserito nell’ insieme opposto, allora s termina con
risposta negativa
* Sl termina con risposta positiva quando non ci sono piu nodi da
esaminare
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Esercizi sulle classi di complessita

input: G=(V,E) connesso

output: un valorein {vero, falso}

- poni A=J e B=J e marcatutti i nodi come non esaminati;

- a primo passo scegli un nodo qualungue x e mettilo in A, metti tutti i nodi
adiacenti ad x in B, e marca x come esaminato

- a generico passo scegli un nodo X non ancora esaminato tra quelli gia
Inseriti iInA oin B:

e sex stain A, aloracontrollatutti i nodi adiacenti ad x; se tra questi nod
cen’euno giainseritoin A alloratermina e ritornafalso, atrimenti inserisci
tutti gli adiacenti in B e marca x come esaminato;

e Se X Sstain B procedi simmetricamente a caso sopra descritto

 Se X Non esiste (cioe tutti i nodi sono stati esaminati), alloraterminae
ritornavero
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Esercizi sulle classi di complessita

esempio di calcolo su un grafo non bipartito: coloriamo | hodi In
due modi divers per indicare che appartengonoad A o aB

falso
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Esercizi sulle classi di complessita

esempio di calcolo su un grafo bipartito: coloriamo | nodi in due
modi divers per indicare che appartengonoad A o aB
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Esercizi sulle classi di complessita

analisi della complessita
- I"algoritmo e sicuramente polinomiale, in quanto ad ogni passo esamina un
nodo e tutti i suoi adiacenti; poichéi nodi sono n e gli adiacenti di ogni nodo
sono a piu n, aloral’ algoritmo ha costo O(n?)
- |"algoritmo puo essere implementato in modo da spendere tempo lineare
nel numero m degli archi del grafo, cioe costo O(m) (notachein un grafo
connesso m > n-1); per far questo e sufficiente:
e mantenere del marcatori cheindicano seunnodo stainAoinBesee
gia stato esaminato
e mantenere unalistade nodi giainseriti in A ein B manon ancora
esaminati (cosi al generico passo s sceglie X in tempo costante)
e 0sservare che per visitare gli adiacenti di un nodo x sl spende tempo
deg(x) (num. di adiacenti di x) e cherisulta ., deg(x) = 2m = O(m))

Esercizi di Informaticateorica- Luca Cabibbo e Walter Didimo 20



Esercizi sulle classi di complessita

Esercizio 3¢**) un grafo G=(V,E) e k-colorabile se esiste una
partizione{A,, ..., A} di V tale che due nodi nello stesso insieme A,
(i = 1,.., K) non sono mai adiacenti;

s consideri il seguente problema di decisione (K-COLORABILITA’):
dato un grafo G connesso, e G k-colorabile?

assumendo che latagliadel’input eil numero di vertici di G:

 dimostrare che il problemak-coLorABILITA’ ein EXPTIME
 dimostrare che il problema k-coLoRABILITA’ €in NP
 dimostrare che il problema 2-COLORABILITA’ ein P
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Riducibilita
notazioni: dato un problemadi decisione P, ed il predicato rt ad
associato, denotiamo con Y I'insieme delle istanze x di P per cui
n(X) = vero (istanze posgitive), e con Ny I'insieme delle istanze x di P
per cul w(X) = falso (istanze negative) ;

definizione: un problemadi decisione A e Karp-riducibile ad un
secondo problemadi decisione B se esiste un algoritmo R che
rasforma ogni istanzax di A in unaparticolare istanzaR(x) di B, in
modo tale che xe Y, < R(x) e Yy (9 scriveintal caso A <. B);
selariduzione R e polinomiae s dice che A e polinomia mente
Karp-riducibileaB (si scrive A < B)

implicazione (A <,,,B) e (Be PTIME) = Ae PTIME
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Il problema SAT

1| problema sAT:

e |Stanza:
o X ={Xy, ., X} Insiemedi variabili booleane
e unaformula booleana F su X in forma normale congiuntiva
esempio: F = (X; vV Xy vV =X3) A (X V—X5) A (Xg VX,V X5V Xy )

clausola

(ogni variabile x; ed ogni variabile negata—x; S chiama |etterale)

e quesito: esiste una assegnazione di valori alle variabili booleanein

X tale che F e soddisfatta?
(nota che F e soddisfacibile < ogni sua clausola e soddisfacibile allo stesso tempo)
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Esercizi sulle classi di complessita

Esercizio 4¢+++) il problema 2saT el caso particolare di saT in culi
ogni clausola ha esattamente due letterali; dimostrare che 2sat ein P

Soluzione

e il problema cammiNo consiste nel decidere sein un grafo diretto
G=(V,E) esiste un cammino tra due nodi fissati; sappiamo chetae
problema e risolvibile in tempo polinomiale attraverso unavisitain
ampiezza del grafo;

e definiamo il problema caAmMMINO-L come |a seguente variante del
problema cammiNo: dato un insieme di O(|V|) coppie di nodi in G,
esiste un cammino trai nodi di ciascuna coppia?

tale problema e niente altro che un insieme di O(|V]) problemi di tipo
CAMMINO, ed e pertanto ancorarisolvibile polinomialmente
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Esercizi sulle classi di complessita

* mostriamo allora che 2saT <, CAMMINO-L
le clausole della formula di un problema 2saT sono formate da due soli
letterali, cioe sono dellatipo (o v B), dove o e 3 sono variabili

booleane o variabili booleane negate;

- 8 osservache (o0 v 3) d riscrivein formadi implicazioni logiche a
modo: (—o = B) A (=P = o)

infatti affinché (o v B) slavera, o=falsa (cioe —c=vera) deve
implicare B=vera, e f=falsa (cioe —B=vera) deve implicare o=vera;

- possiamo allorariscrivere unaformula di 2sat nella nuovaforma
logica, cioe come un insieme di implicazioni;
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Esercizi sulle classi di complessita

esempio:

F=(X{ VX)) A (=X VX)) A (X V—=X3) A (X, V Xg)

s riscrive a modo:

(X1 = X5) A (=X, = X)) A (XL = X5) A (=X, = —Xy)
A (FX] = —X3) A (X3 = X)) A (X, = Xg) A (X3 = X))

- aseguito di questariscrittura s dimostra che:

unaformuladel problema2saT e non soddisfacibile < esiste una
variabile x tale che “x implica—x" e “—=x implicax”, doveil termine
“Implica’ indica una sequenzadi implicazioni logiche “="

(provare adimostrare per esercizio, usando |’ osservazione che se
“ooimplica3” alorae anche vero che“—3 implica—o”, dove o e 3
sono due letterali)
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Esercizi sulle classi di complessita

esempio:
1 2 3 4 o

F= (=X, V Xo) A (=X, V X3 ) A (X1 V X3) A (X V X) A (Xg V=1 X,)
e non soddisfacibile perche (x, implica—x,) ed (—x, implicax,);

. . 1 2 3 1 5
Infatti: (X; = X, = —X3=> —Xy) € (—X; = X, = X;)

* lariduzione 2sAT <., CAMMINO-L € definita come segue:

- Il grafo G del problema cammino-L ha per nodi tutti | |etterali del
problema2saT, cioe per ogni variabile X ¢l sono i nodi X e —X

- per ogni clausola (o v B) inseriamo in G gli archi (—ao, B) e (—f, o)
- le coppie di nodi di G tracui S deve ricercare un cammino sono
tutte quelle del tipo { X, —x} e {—X, X}, con x variabile booleana
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Esercizi sulle classi di complessita

esempio di riduzione:
F=(X; VX)) A (=X VX)) A (X V—=X3) A (X5 V X3)

ad esempio questa formula e soddisfatta dall’ assegnazione seguente:
X,= VEro X,=Vero X,=falsa
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Completezza

definizione: sia C unaclasse di complessitaed A un problema;

s dice che A e un problema C-completo se:

e A appartienealaclasse C

 ogni problema B appartenente a C eriducibile ad A, secondo una
qualche riduzione <,

definizione un problema A e NP-completo se:
A appartiene alla classe NP (membership);
* per ogni problema B di NP riesce: B <, ;A (hardness)

Implicazione se B e un problema NP-completo ed A e un problema
talecheB <, A , adloraA e NP-completo

=mp
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Relazione tra P, NP, NP-completi

g
—

NP-compl eti

——

problemi per |
qguali s esolo
dimostratala
hardness

se sl dimostra che un problema NP-completo ein P, alloras
dimostra che P = NP (problema aperto)
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Esercizi sulle classi di complessita

Esercizio 5¢) il problema sat con I’ ulteriore vincolo che in ogni
clausola non ci sono mai ripetizioni di letterali € ancora NP-completo

Soluzione
* Il problema e ancorain NP in quanto caso particolare di sAT;

 per mostrare che il problema e NP-completo e dungue sufficiente
mostrare unariduzione da saT: basta osservare che in ogni clausola s

possono eiminare leripetizioni di letteralli senza aterare la sua tavola

di verita

€sempio: (X1 V X,V X3V X,) & (X V X5V —Xy)

Esercizi di Informaticateorica- Luca Cabibbo e Walter Didimo 31



Esercizi sulle classi di complessita

Esercizio 6¢-+*) il problema3saT eil caso particolare di sAT in cui
ogni clausola ha esattamente tre letterali; dimostrare che 3saT e
NP-completo

Soluzione

e il problemaein NP in quanto caso particolare di sAT;

 per mostrare che il problema e NP-completo mostriamo che

SAT < 3SAT; consideriamo unaistanza generica <X, F> del problema

Smp

SAT e costruiamo a partire da essa unaistanza <X’ ,F > del problema
3SAT: poniamo inizialmente X' = X; per ogni clausolaC di F
distinguiamo tre possibilita:
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Esercizi sulle classi di complessita

 C ha esattamente tre letterali = aggiungiamo C ad F’;

e C hameno di treletterali = sa C’ laclausola ottenutada C
ripetendo un qualunque letterale di C tante volte quanto basta
affinché C' abbiatre letterali; quindi aggiungiamo C' ad F;
esempio: C= (X, VvV X,) = C = (X VX,V X,)

e C hapiudi treletterali; intal caso, seC= (0, vV 0, ... V QL)
Introduciamo in X’ le nuove variabili {z,, ..., z, 5} ed
aggiungiamo ad F il seguente insieme di clausole

C =(0y VO,VZ)A(=ZV O3V Z) A oo A(=Z,3V O 1V OL)
e verifichiamo che “C’ e soddisfaita < C e soddisfatta”
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Esercizi sulle classi di complessita

- ;e C evera= esiste un letterale o;, = vero; allora per fare in modo che
C’ slaverabasta assegnare valore falso ai nuovi letterali di C' che
stanno nella stessa clausola di o;; poi Si propaga |’ assegnamento di
valori a nuovi letterali, facendo in modo chein ogni clausoladi F ce
ne sia almeno uno uguale avero

esempio: C' = (0 V 0,V Z)) A (5Z,V 0V Z,) A (—Z,V 0,V O)

1T 1

Vero faso vero faso  vero

- seCefalsa= ogni o; = falso, ed alora, per far in modo che la prima
clausoladi C' siaveraoccorre assegnare z, = vero; questo implicache
—z, = falso, e che dunque occorre assegnare z, = vero; iterando |l
ragionamento risulta comunque che -z, ,= falso e quindi C' falsa
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Esercizi sulle classi di complessita

Esercizio 7¢-+*+) il problema cLIQUE € il seguente:

dato un grafo G=(V,E) ed unintero 0 <k < |V|, esiste un sottografo
completo di G con k nodi? (un grafo e completo se ogni coppia di
nodi haun arco cheli collega);

dimostrare che il problema cLiQuE e NP-compl eto.

Soluzione

 CLIQUE appartiene ad NP; infatti basta considerare tutti | possibili
sottoinsiemi di k nodi inV, e verificare su ciascuno di setuttele
coppie di nodi sono collegate con un arco (tale verificas fa
facilmente in tempo O(k?))
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Esercizi sulle classi di complessita

« CLIQUE € NP-hard; per dimostrare cio cerchiamo una riduzione
polinomiale del tipo: 3sAT <, CLIQUE

costruiamo unaistanza <G, k> di cLIQUE a partire da unaistanza
<X, F> di 35AT;

-1 nodi di G sono organizzati ink “gruppi”, in cui ogni gruppo e
associato ad una diversa clausola di F (stiamo indicando con K il
numero di clausole di F);

- ogni gruppo ha un nodo per ogni letterale della clausola a cui e
associ ato;

- due nodi di G sono collegati da un arco se e solo se (i) non
appartengono alla stessa clausola e (i) non s referiscono a letterali
complementari (cioe X e —x)
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Esercizi sulle classi di complessita

esempio di costruzione: costruiamo G associato allaformula
F=(X{ VXV =X3) A (=X VX5V Xg) A (X V X5V Xy)
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Esercizi sulle classi di complessita

dimostriamo la correttezza della riduzione, cioe facciamo vedere che G ha
un sottografo completo con k nodi se e solo se F ha una assegnazione di
verita che la soddisfa

e SUpponiamo esista un sottografo completo G’ di G con k nodi: assegnamo
vero atutti i letterali di F associati ad un nodo di G’ efalso ai letterdl
rimanenti; ogni nodo di G’ appartiene ad una clausola distinta (in quanto G’
e completo e per costruzione non ci sono archi tranodi associati aletterali di
clausole diverse) , quindi |’ assegnamento stabilito soddisfa ciascuna
clausola di F; inoltre tale assegnamento e consistente perché non ci sono
mal due letterali complementari uniti da un arco;

e supponiamo al contrario che esista una assegnazione che soddisfa F:
alloraesistono k letterali, uno per clausolae mai complementari, con valore
vero; per come G e costruito il sottografo indotto datali nodi e completo.
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