Constraint Satisfaction ProblemS

Problemi di soddisfacimento di vincoli

Esempio

Colorazione di mappe
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Vincoli: le zone confinanti devono avere colori diversi.

Li esprimo come insieme di (coppie) di valori ammissibili.
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Possono essere espressi come terne di valori ammissibili?
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Si può passare da una rappresentazione all’altra? SI (proietto)

Vincoli

Unari: valore di una variabile;

Binari: relazione tra due valori;

Rappresentazione come insieme di valori ammissibili: ad ogni variabile 
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 è associato un dominio 
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 (discreto o continuo).

Ricerca esaustiva della soluzione
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Uso i vincoli e seleziono solo le soluzioni compatibili

Altri esempi

otto regine

Variabili: posizioni delle regine;

valori: caselle della scacchiera;

vincoli : due regine non possono essere sulla stessa riga, colonna o diagonale

Puzzle criptoaritmetici

Problemi di scheduling e allocazione di risorse

CSP come problemi di ricerca

Stato iniziale : nessun valore assegnato;

Operatori: assegnano un valore ad una variabile (dal suo dominio);

Goal test: ogni variabile ha un valore e sono soddisfatti tutti i vincoli?

La profondità massima dell’albero di ricerca è N (numero di variabili) e tutte le soluzioni sono a livello N.

Ricerca depth-first

Un nodo si può espandere assegnando un qualsiasi valore a qualsiasi variabile senza valore : branching factor 
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(64 per le otto regine)

Ma l’ordine in cui si legano le variabili non cambia nulla per la soluzione finale: un nodo è espanso assegnando valori a un’unica variabile (stesso livello assegno una sola variabile, una sola variabile cambia)

Il goal test si può decomporre in una serie di vincoli sulle variabili.

BACKTRACKING SEARCH: prima di espandere un nodo si controlla se qualche vincolo è già stato violato.

Un insieme di assegnazioni variabile/valore può rendere il problema irrisolvibile.

Ottimizzazione
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 EMBED Equation.3  [image: image12.wmf]n
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Funzione Obiettivo

Vincoli

Insieme Ammissibile

Intelligenza artificiale

Cosa è un CSP:

Un problema composto da un insieme finito di variabili associate ad un dominio finito e un insieme di vincoli che restringono i valori che le variabili possono assumere simultaneamente: obiettivo è assegnare un valore per ogni variabile soddisfacendo tutti i  vincoli.
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Problema CSP: P(Z,D,C)

Z = variabili

D = domini

C = vincoli

Nota: 
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 insiemi di oggetti
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Vincoli non lineari

Funzione obiettivo non lineare

Non sempre è possibile esprimere i vincoli in modo “naturale” in forma matematica
Esempi

Scheduling:

Due aule A e B devono essere allocate per 

6 corsi: C1, C2, C3, C4, C5, C6

dalle 8 alle 14

ogni lezione dura 2 ore

il docente del corso C1 è diponibile solo dalle 10 alle 12

i docenti dei corsi C2 e C3 dalle 10 alle 14.

I corsi C2, C4 e C5 necessitano dello schermo

Solo l’aula A ha lo schermo

Due lezioni non possono avvenire contemporaneamente nella stessa aula

Considerazioni: supponiamo che le lezioni inizino tutte ad un orario “multiplo di 2” (slot temporali di due ore)

Variabili:

C1, C2, C3, C4, C5, C6

Dominio

{A8,A10,A12,B8,B10,B12}

Assegnare alla variabile C3 il valore B10 significa che il corso C3 viene tenuto in aula B a partire dalle ore 10.

Vincoli unari:

CL1={(<C1,A10>), (<C1,B10>)}

CL2={(<C2,A10>), (<C2,B10>), (<C2,A12>), (<C2,B12>)}

CL3={(<C3,A10>), (<C3,B10>), (<C3,A12>), (<C3,B12>)}

CL4={(<C2,A8>), (<C2,A10>), (<C2,A12>)}

CL5={(<C4,A8>), (<C4,A10>), (<C4,A12>)}

CL6={(<C5,A8>), (<C5,A10>), (<C5,A12>)}

Vincoli binari:

CL7= {(<C1,A8>,<C2,A10>)

(<C1,A8>,<C2,A12>)

(<C1,A10>,<C2,A8>)

(<C1,A10>,<C2,A12>)

(<C1,A12>,<C2,A8>)

(<C1,A12>,<C2,A10>)

(<C1,A8>,<C2,B8>)

(<C1,A8>,<C2,B10>)

(<C1,A8>,<C2,B12>)

(<C1,A10>,<C2,B8>)

(<C1,A10>,<C2,B10>)

(<C1,A10>,<C2,B12>)

(<C1,A12>,<C2,B8>)

(<C1,A12>,<C2,B10>)

(<C1,A12>,<C2,B12>)

(<C1,B8>,<C2,A8>)

(<C1,B8>,<C2,A10>)

(<C1,B8>,<C2,A12>)

(<C1,B10>,<C2,A8>)

(<C1,B10>,<C2,A10>)

(<C1,B10>,<C2,A12>)

(<C1,B12>,<C2,A8>)

(<C1,B12>,<C2,A10>)

(<C1,B12>,<C2,A12>)

(<C1,B8>,<C2,B10>)

(<C1,B8>,<C2,B12>)

(<C1,B10>,<C2,B8>)

(<C1,B10>,<C2,B12>)

(<C1,B12>,<C2,B8>)

(<C1,B12>,<C2,B10>)

}

Rappresentazione matriciale
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Definizione di Etichetta:

Etichetta = assegnazione di una variabile : (<C5,A8>)
Etichetta composta (CL)= assegnazione di più variabili : (<x,1><y,1><z,4>);
K variabili assegnate= k-CL

Vincolo Binario: forme

Matematica
Matriciale
Insieme di etichette

(insieme ammissibile)
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{(<x,1><y,1>), (<x,1><y,2>) (<x,1><y,3>) (<x,2><y,1>) (<x,2><y,2>) (<x,3><y,1>)}

Vincolo n-ario

C=Insieme di CL

CL=
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Proiezione di un vincolo 

Es: colorazione di mappe


[image: image20.wmf]B

A

V

,

={(rosso,verde), (rosso,blu), (verde,blu)}


[image: image21.wmf]B

A

V

,

={(<A,r><B,v>),(<A,r><B,b>),(<A,v><B,b>)}


Proiezione rispetto ad A:

{ (<A,v>),(<A,r>) }

CL=
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Proiezione di CL rispetto a 
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Se S sono i vincoli proiettandoli posso eliminare dai domini dei valori non consentiti.

Nota: il modo di esprimere i vincoli con etichette composte è un elencare l’insieme dei punti ammissibili.

Soddisfacibilità

analizziamo i rapporti tra punti (etichette composte) e vincoli.

Etichetta composta = punto nello spazio ad N dimensioni

Es: colorazione di mappe

CL=(<A,r><B,v><C,v><D,v><E,b><F,r>)

C={(<A,r><B,v>),(<A,r><B,b>),(<A,v><B,b>)}

CL soddisfa C sse la proiezione di CL sulle variabili di C appartiene a C

Prioezione di CL su A,B = (<A,r><B,v>) che è la prima etichetta composta di C

X, Y insieme di variabili

CL(X);
C(Y);

Y
[image: image25.wmf]Í
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Un problema CSP(Z,D,C) è k-soddisfacibile se e solo se per ogni sottoinsieme di k variabili in Z esiste un insieme di etichette composte che soddisfa tutti i vincoli (relativi alle k variabili) del problema. 

Questa definizione corrisponde a pretendere che in ogni sottospazio di k variabili vi sia almeno un punto ammissibile.

Un problema CSP(Z,D,C) è soddisfacibile se e solo se è n-soddisfacibile. 

Questa condizione corrisponde a pretendere che l’insieme ammissibile sia non vuoto.

La k-soddisfacibilità implica (banalmente) la (k-1)-soddisfacibilità.

Z, Z’ insiemi di variabili;
Z’
[image: image28.wmf]Í

Z

C(Z’) 
insieme dei vincoli (etichette) in P su Z’
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Z

CL soddisfa C(Z,P)
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CL soddisfa tutti i vincoli in C

Una k-CL k-soddisfa C(Z,P)

[image: image31.wmf]Û


k-CL soddisfa tutti i vincoli in C(Z,P)

Un CSP(Z,D,C) è k-soddisfacibile 
[image: image32.wmf]Û



 EMBED Equation.3  [image: image33.wmf]"

 Z’
[image: image34.wmf]Í

Z, |Z’|=k, esiste una assegnazione per le variabili in Z’ che soddisfa C(Z,P) .

Un CSP(Z,D,C) con n variabili è soddisfacibile se è n-soddisfacibile

Esprimere i vincoli per mezzo di Grafi
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Tecniche di riduzione del problema

Trasformare il CSP in altro CSP più facile: riduzione dei vincoli

Restringimento dei domini; possibilità di un dominio vuoto se CSP insoddisfacibile

Base per tecniche di ricerca

Uso della Node-consistency

Si esaminano tutte le variabili e si escludono i valori che non soddisfano i vincoli unari.(O(an))
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Node-consistent; Arc-consistent

Node-consistent = 1-consistent

Consistenza

Un CSP(Z,D,C) è 1-consistent
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Un CSP(Z,D,C) è k-consistent
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Un CSP(Z,D,C) è fortemente k-consistent se è 1,2,3….,k-consistent

1- soddisfacibile


[image: image44.wmf]¹


1-consistent

Motivo:

1-consistent se ha un dominio vuoto non è 1-soddisfacibile

1-soddisfacibile, ma può esserci nel dominio un valore che non soddisfa i vincoli

Riduzione dei vincoli: 
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elimino i valori che non soddisfano 
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; rimane 1-consistent; non si perdono soluzioni
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 (controesempio)

Un CSP è node-consistent NC(P) 
[image: image48.wmf]Û



 EMBED Equation.3  [image: image49.wmf])))
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Un arco è arc-consistent AC(x,y) 
[image: image50.wmf]Û
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 tale che <y,b> e (<x,a>,<y,b>) sono compatibili. 

(le etichette composte di dimensioni 2 devono far parte della proiezione dei vincoli su quelle due dimensioni)

Un CSP è arc-consistent 
[image: image53.wmf]Û

 ogni arco è arc-consistent (2-consistent)

Uso della Arc-consistency

Elimina più valori che nel caso precedente

1. Per ogni vincolo che lega le variabili x ed y viene inserito in una lista Q sia l’arco (x,y) che l’arco (y,x);

2. Per ogni arco (x,y) della lista Q 

per ogni valore ‘a’ del dominio di x se non esiste un ‘b’ del dominio di y che soddisfa il vincolo (x,y) allora elimina ‘a’ dal dominio di x; (non modifica Q)

3. Ripeti il passo 2 finchè non ci sono più cambiamenti nei domini.

In questo modo vengono cancellati i valori x che non hanno valori compatibili nel dominio y.

Complessità:

e numero di archi
Tempo: O(a3 ne); Spazio: O(a2n2)

Algoritmi più efficienti che, se 
[image: image54.wmf]x
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 cambia, ri-esaminano solo gli archi tipo (z,x)

Complessità:

Tempo: O(e a2 ); Spazio: O(e a2)

Tecniche di ricerca

Ricerca esaustiva
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Generazione di tutte le soluzioni (backtraking); complessità esponenziale

Riduzione del problema 
(
potatura di sottoalberi

Strategie

Backtracking: esplora un ramo per volta in profondità

Iterative Broadening: 

distribuisce lo sforzo tra i vari rami; 

algoritmo “depth-first search”;

soglia b : se un nodo è stato visitato b volte ignoro i suoi figli, se non trovo soluzione aumento b.

Teorema: Se il grafo dei vincoli di un CSP forma un albero  se il grafo è arc- e node- consistent, allora esiste un ordinamento delle variabili tali che la ricerca della soluzione è backtrack-free.

Strategie di anticipazione

Forward Checking: come il backtracking, ma per le variabili non assegnate si eliminano dal dominio i valori non compatibili con i valori delle variabili già assegnate ed i vincoli; se un dominio diventa vuoto la soluzione parziale trovata viene scartata.
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Esempio: colorazione di mappe

















Anticipazione Arc-consistent: si procede come nel caso del FC, per ogni assegnazione si rimuovono dai domini delle variabili non assegnate quei valori non compatibili, inoltre ora si mantiene la arc-consistenza tra le variabili non assegnate, questo significa che si scelgono coppie di variabili non assegnate e ci si assicura che sia possibile assegnarle almeno in un modo compatibile con i vincoli. Il vantaggio è una maggiore riduzione dei domini.













Tecniche di Acquisizione di informazioni durante la ricerca

Idea: imparare dagli sbagli.

Tecnica Dipendency Directed Backtracking: tornare sulle decisioni che sono colpevoli di aver (hanno effettivamente) determinato il fallimento.

Implementazione:

Backjumping: si procede come nel BT, assegno una variabile per volta e se faccio BT vado sull’ultima variabile che ha subito BT.

Strategia Graph Based Backjumping: si fa backtracking verso l’ultima variabile assegnata che condiziona la variabile corrente. (non tutte le variabili si condizionano reciprocamente)

Tecnica di Apprendimento delle etichette composte non buone: ricordare le combinazioni di etichette che determinano una incompatibilità di vincoli: “insiemi non buoni”.

Definizione di minimo insieme ricoprente

SS: insieme di insiemi 

S: insieme “ricoprente” se per ogni insieme in SS vi sia un elemento in S che appartiene a tale insieme.

S : insieme ricoprente minimo, di SS, se e solo se è un insieme ricoprente di SS e non esiste un sottoinsieme di S che sia ricoprente per SS.

Esempio:

SS={{a,b,c},{a,d},{b,c,d},{d,e,f}};

insiemi ricoprenti: S={a,c,e};{a,b,d};{a,d};{b,d};

insiemi ricoprenti minimi: S={a,c,e};{a,d};{b,d};

Idea: ogni volta che ho un valore rifiutato per la variabile corrente costruisco un insieme con le decisioni (presenti e pregresse) sulle altre variabili (un insieme per ogni variabile). Trovo tutti gli insiemi ricoprenti minimi: mi daranno assegnamenti da cui non discendono etichette composte valide.

Backchecking: come BT, se assegno <y,b> e ho già <x,a> e non sono compatibili: “ricordo” di non usare <y,b> finchè ho <x,a>.

Rispetto a FC ora tolgo <y,b> quando assegno y e non quando assegno x. 

(BC evita di fare eliminazioni non necessarie, per esempio può darsi che il backtracking su x avveniva prima che fosse assegnata y. Però siccome FC anticipa i fallimenti, come numero di backtracking e di etichette esplorate BC è peggiore rispetto al FC.)

Backmarking: riduce il numero di controlli di compatibilità. Ricorda come il BC le coppie non compatibili con la variabile da assegnare.

Se deve essere assegnata la variabile 
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 e non si trova nessun valore compatibile, supponendo di dover fare backtracking fino alla variabile 
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, una volta assegnati i nuovi valori alle variabili comprese tra 
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, si evita di dover controllare nuovamente la compatibilità con i valori assegnati alle variabili comprese tra 
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Ancora sui Grafi

Dato un grafo con ordine totale sui nodi

ampiezza di un nodo : numero dei suoi predecessori.

L’ampiezza di un grafo rispetto ad un certo ordine è la massima ampiezza tra tutti i suoi nodi ordinati secondo quell’ordine.

L’ampiezza di un grafo è la minima ampiezza del grafo rispetto a tutti i possibili ordini dei nodi.

Larghezza di banda di un nodo : massima distanza tra il nodo e i nodi a questo adiacenti, valutata secondo la funzione d’ordine. 
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La larghezza di banda di un certo ordinamento è la massima larghezza di banda tra tutti i nodi.

La larghezza di banda di un grafo è la minima larghezza di banda rispetto a tutti gli ordinamenti del grafo.

Ordine delle variabili nella ricerca

Effetti:

· Negli algoritmi di anticipazione, il fallimento può essere scoperto prima;

· Negli algoritmi di anticipazione a secondo dell’ordine delle variabili delle porzioni più grandi dello spazio di ricerca possono essere eliminate, “potate”;

· Negli algoritmi che apprendono durante la ricerca possono essere trovati degli insiemi ricoprenti che indicano gli assegnamenti di variabili non buoni più piccoli a secondo dell’ordine delle variabili;

· Con determinati ordinamenti il backtracking funziona meglio se si fa backtracking verso l’effettiva decisione che ha determinato il fallimento;

Vengono usate Euristiche. 

Nota:l’ordine totale imposto sul grafo è l’ordine in cui assegno le variabili.

Euristica MWO, Minimal Width Ordering

E’ applicabile a problemi in cui alcune variabili sono più vincolate di altre.

Assegna un ordine totale alle variabili che abbia una minima ampiezza 

Le variabili verranno etichettate (assegnate) secondo quell’ordine. 

Si cerca di lasciare come variabili da assegnare alla fine quelle che sono meno vincolate sperando che questo porti a un minor numero di backtracking. Avere un minor numero di predecessori significa avere un minor numero di vincoli.
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n numero di nodi

Complessità in spazio: O(n)

Complessità in tempo: O(n2)

Euristica MBO, Minimal Bandwidth Ordering

E`una euristica applicabile a CSP il cui grafo dei vincoli è non completo.

Alle variabili viene dato un ordine totale con la minima banda passante.

L’idea è che più vicine sono le variabili vincolate minore è la “distanza”di backtracking che bisogna fare in caso di fallimento. Prima arrivo alle “decisioni rilevanti”.
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b: bandwidth

Complessità spazio e tempo: O(nb)

Euristica FFP: Fail First Principle

Principio: durante la ricerca è meglio fallire subito in modo da non sprecare risorse in una strada sbagliata. 

Le variabili vengono ordinate in ordine ascendente per ampiezza del loro dominio.

Se si usano algoritmi di anticipazione siccome i domini si riducono anche l’ordinamento cambierà in modo dinamico: seleziono sempre la variabile con il dominio più piccolo.

Confronto tra Euristiche

MWO e FFP assegnano la variabile più vincolata;

MWO, MBO, non tengono in conto il dominio delle variabili. 

Propagando i vincoli qualche variabile potrebbe essere più vincolata e converrebbe assegnare quella.

FFP lo considera, ma non considera la topologia dei vincoli.

MWO minimizza la necessità di backtracking;

MBO minimizza la “distanza”del backtracking;

FFP riconosce prima i fallimenti;

A volte si possono combinare MWO e MBO;

Si possono combinare MWO e MBO con FFP: si usa FFP e in caso di uguale cardinalità dei domini ci si rifà a MWO o MBO; oppure si usa MWO o MBO ed in caso di parità nella scelta della variabile si usa FFP.

Scelta dei valori

La sequenza con cui vengono selezionati i valori di una determinata variabile influenza l’efficienza nella ricerca della soluzione .

Quando assegno una variabile vorrei che fosse una scelta che eviti il backtracking, cioè scegliere i valori più promettenti.

Euristica min-conflict

I valori da assegnare sono ordinati per valori ascendenti dei conflitti che generano con le variabili già assegnate. Alla variabile corrente viene assegnato il valore con meno conflitti.

CSOP Constraint Satisfaction Optimization Problem

Presenza di una funzione di costo f( ) che assegna un valore numerico a ogni soluzione ammissibile.

Non basta saper se esiste o no una soluzione.

Allocazione di risorse, scheduling

Problema classico:
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Funzione obiettivo e vincoli lineari o non lineari.

Problemi classici (numerici) e lineari: PL e PLI.

Approccio AI: 

variabili con domini non numerici

vincoli non espressi in forma matematica (linguaggio naturale)

Bisogna “vagliare” tutto lo spazio delle soluzioni.

Branch and Bound
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numero di soluzioni (punti) finito.

Esplorazione “parziale” dell’insieme

Partizionare le possibili soluzioni in insiemi disgiunti (punto debole)

Risolvere i problemi più piccoli

Scegliere la soluzione migliore tra le migliori

Implementazione

Non esploro tutto il sottoproblema, ma cerco un “upper-bound” (max) facile da calcolare

Strategia di soluzione

1) Rilassamento lineare

2) Rilassamento dei vincoli

3) Uso di funzione “ammissibile” (sovrastima) h( ) che mi dia l’upper-bound su una problema parziale

Memorizzo in una variabile l’ottimo corrente (<= ottimo reale) (bound)

Decido di usare la strategia 3

Assegno le variabili come nel BT, ma ogni volta calcolo la funzione h( ), se mi dà un valore minore del bound, evito di esplorare il restante sottoalbero.

Se arrivo ad una soluzione, aggiorno il bound calcolando la funzione f( ) (se è maggiore dell’attuale)

Esempio:

funzione obiettivo
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variabili
Domini
Vincoli
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h(x): valori assegnati+ valori massimi (non assegnati)
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{a,b,c,d}




{a,b,c,d,e}

Vincoli

1. {(<A,a><B,a>)

2. (<A,a><B,c>)

3. (<A,a><B,d>)

4. (<A,b><B,e>)

5. (<A,c><B,d>)}

6. {(<A,a><C,b>)

7. (<A,a><C,c>)

8. (<A,d><C,a>)}

Passo 1:

A = {a,b,c}

B= {a,b,c,d,e}

C={a,b,c}

Vincoli 1,2,3,4,5
Passo 2:

A = {a,b,c}

B ={a,c,d,e}

C={a,b,c}

Vincoli 1,2,3,4,5
Passo 3

A = {a,b,c}

B ={a,c,d,e}

C={b,c}

Vincoli 8

Passo 4

A = {a}

B ={a,c,d,e}

C={b,c}

Vincoli 6,7
Passo 5

A = {a}

B ={a,c,d}

C={b,c}

Vincoli 1,2,3


Vincoli e Grafi
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Ipergrafi e n-vincoli
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3-vincolo
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